Funkcje analityczne

Wyktad 2. Plaszczyzna zespolona

Pawel Mleczko

Funkcje analityczne (rok akademicki 2018/2019)

Plan wykladu
W czasie wykladu omawia¢ bedziemy
o rozne reprezentacje plaszczyzny zespolonej
o podstawowe funkcje zwiazane z plaszczyzna zespolona (sprzezenie, modut)
o elementarne zastosowanie funkcji zespolonych
o uzwarcenie C, czyli sfere Riemanna

1. Plaszczyzna zespolona
Liczby zespolone jako zbiér

C={z=a+iy:z,yeR, i*=-1}={(z,9): v,y € R} = R?

Jedli z =z + iy, to
o x nazywamy cze$cig rzeczywistg liczby z (czasmi pisa¢ bedziemy Re z)
oy nazywamy czescig urojong liczby z (czasmi pisaé bedziemy Im z)

Liczby zespolone jako cialo (struktura algebraiczna)

(C,+,)
gdzie

(1 + i) + (2 +1y2) = (1 +21) +i(y1 + y2)
(x1+1y1) - (22 +1y2) = (x122 — Y1y2) +i(T1Y2 + Y122).

Dzialania spelniaja ,,dobre” wtasnosci, tzn. zaréwno dodawanie, jak i mnozenie jest
o laczne
o przemienne
o istnieja elementy neutralne dziatan
o istnieja elementy odpowiednio przeciwny oraz odwrotny (dla niezerowej liczby)
Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

Liczby zespolone jako przestrzen liniowa

C jest przestrzenia liniowa (bo jest cialem — elementarny przyklad przestrzeni liniowej).

O liczbach zespolonych mozna réwniez mysle¢ jako przestrzeni liniowej nad R. Wéwcezas C jest prze-
strzenia liniowa dwuwymiarowa.

Wiecej o przestrzeniach liniowych w: A. Soltysiak Algebra liniowa Poznan 2003.

Liczby zespolone jako macierze



Zbiér macierzy postaci

(_“b 2) a,beR

z dzialaniem dodawania i mnozenia macierzy jest izomorficzny z C.

Sprzezenie
Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + iy nazywamy liczbe Z = x — iy.

Wiasnosci:
o Z = z (sprzezenie jest inwolutywne)
0 z 4w =7Z + W (sprzezenie jest addytywne)

Zw (sprzezenie jest multiplikatywne)

Q
0

Modut
Funkcja | - |: C — [0, 00) dana wzorem

2| = [& + iy = Va2 +y?

nazywana jest modulem liczby zespolonej.

Wlasnosci:
0 2z = |22
7 |zw| = [2] v

o |z+w| < |z| + |w| (nieréwnosé trojkata)

Liczby zespolone jako przestrzen metryczna
Funkcja d: C x C — [0, 00) dana wzorem

d(ZhZQ) = |21 — 22

jest odlegtoscia w C.

Postaé trygonometryczna

C={(rt):re€0,00), t€[0,2m)}

z1 = ri(costy + isint;)
29 = 1o(costy + isints) r1, 72 € [0,00), t;,ta € [0,2m)

Dodawanie liczb

21+ 29 =11 costy + rocosty + i(ry sinty + rosinty)
Mnozenie liczb

21 - 29 = rira(cos(ty + t2) + isin(ty + t2))

Mnozgc liczby zespolone nalezy dodac ich moduly.

Postaé trygonometryczna



Im z=r(cost +isint)

Re

Zastosowanie w matematyce elementarnej

Zadanie 2. Uzasadni¢ wzér na sume kosinuséw dwoch katow:

Oé+6cosﬁ_a
2 2

cos a + cos B = 2 cos a,peR.

Cialo C jest algebraicznie domkniete

Twierdzenie 1 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony stopnia n
ao+ a1z +asz? + -+ anz", a; €C, 1=0,1,...,n

ma pierwiastek, tzn. istnieje taka liczba zq, Ze

2
ap + a12p + agzy + - +anzy =0.

Wzér de Moivre’a
Jedli z = cosa + ¢sin a, to
2" = |z|"(cos na + i sin na)

Dowdéd indukcyjnie!

Pierwiastki liczb zespolonych
Liczba w jest pierwiastkiem stopnia n z liczby zespolonej z, jesli

w = z.

Pierwiastek nie jest wyznaczony jednoznacznie!
Dokladniej, jesli z = r(cos « + isin ), to

%:W(COSM—FiSiHM), k=0,1,...,n—1.
n n

Pierwiastki rozmieszczone sa na okregu o promieniu {/r w punktach bedacych wierzchotkami n-kata
foremnego.

Granica ciaggéw liczb zespolonych

Twierdzenie 2. Cigg {z, = x, +iyn} C C jest zbieiny do granicy zo = x + iy € C wtedy i tylko wtedy,
gdy

lim z, =z, lim y, =yv.
n—oo n—oo



Szeregi liczb zespolonych
Niech {z,} bedzie ciagiem liczb zespolonych. Ciag

nazywamy ciagiem sum czesciowych. Jesli ciag {s,} jest zbiezny, to jego granice nazywamy szeregiem i
oznaczamy symbolem

oo

>

n=1

Szereg nazywamy bezwzglednie zbieznym, gdy zbiezny jest szereg > o |z,

Twierdzenie 3. Szereg > .- | z, jest zbieiny do liczby z wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezine sq szeregi oraz

iRezn = Rex oraz iImzn =Imz.

n=1 n=1

2. Sfera Riemanna

Sfera dwuwymiarowa

Domknieta plaszczyzna zespolona
Plaszczyzne C mozna utozsamié ze sfera S? \ N bez jednego punktu. To utozsamienie moze by¢
realizowane np. przez funkcje S: C — S? \ N (nazywana rzutem stereograficznym) dana wzorem

S(x+iy)=(&n,7) z=x+iyeC

gdzie
A T
1+ |z[? 1+ |z[? L+

Przeksztalcenie odwrotne S=1: §S2\ N — C

§

SHemT)=a+iy  (&n,7) €SP\N

dane jest za pomoca wzoru

1—7 1—7
Jesli przyjmiemy, ze obrazem w rzucie stereograficznym punktu oo jest punkt N, to wéwczas sfere
mozna utozsami¢ z C U {oo}.

Rzut stereograficzny



Topologia w C

Odwzorowanie S: C — S? pozwala na okreslenie topologii w C. Zbiér A C C jest otwarty, jesli otwarty
jest zbiér S(A) C S2.

W szczegblnosci C jest zbiorem zwartym.

Zbiér C nazywamy sferg Riemanna. Jest ona przykladem zwartej rozmaitosci zespolonej.

Podsumowanie wykladu
Po wykladzie wiedzie¢ nalezy:
o jak mozna interpretowaé liczby zespolone
o jak liczy¢ sprzezenie, modul, potege i pierwiastki liczb zespolonych
o jak stosowaé liczby zespolone do dowodzenie tozsamos$ci trygonometrycznych

3. Zadania do samodzielnego wykonania

1. Stwierdzi¢ kiedy kwadrat liczby zespolonej jest liczba
o rzeczywista,
o ujemna,
o tylko urojona?
. Doprowadzié¢ do postaci a + b liczby zespolone
o (1—134)/(1 — 3i),
o /=5 — 124,
(1+2i)2
3i—4 °
. Narysowad zbiér tych punktow plaszczyzny zespolonej, ktore spetniajg warunek:
5 {z€C:1<Re(z) <2},
o {zeC:lz—1—i| =2},
5 {z€C:|z—1-2i] =Re(z) + 1},
o {z eC:z= 2}
4. Za pomoca liczb zespolonych opisaé¢ ponizsze zbiory

[N)

w

5



Im,

(_17 _2) e
. Uzasadnié¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z i w, zachodzi réwnosé

wZ + wz = 2Re(2W)

. Uzasadnié¢, ze ciato C jest izomorficzne ze zbiorem macierzy postaci

(_“b Z) a,beR

ze zwyklymi dziataniami dodawania i mnozenia.

. Obliczy¢ ,
(—V3+14)%2.

. Obliczy¢ granice ciagu liczb zespolonych

5 limy, 00 (41 + n2i) /(5n? — 2i),

5 limy, 00 (4 + 202 + 5in) /(1 — 4n + n? — in?),
o lim, oo ((2 —14)/3)"

. Zbadaj zbiezno$é¢ szeregdéw

LI (%)n’

oo 1
g E 1
n=1 n>’
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