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Zadanie 1. Zapisaé, uzywajac symboli Y i [], nastepujace wyrazenia

(a) nl;
(b) sin(1) + sin(1) sin(2) + ... 4 sin(1) sin(2) . .. sin(N);
(¢) A+1)(A+1/2)(1+1/241/3)...(14+1/2+1/3+...+1/R).

Zadanie 2. Obliczy¢

(a) Zn:1(2 + 3”)7

b) XM (n+1) — o5 ks
(© Yoot (3 — 79);

(d) ?:1 st

Zadanie 3. Ktore z nastepujacych wlasnosci sa prawdziwe?

(a) Yiqai =300 ni;
i=1 i=1

Zadanie 4. Udowodnié¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wyrazenie n?

— n jest podzielne
przez 6. (Rozwiazaé zadanie na dwa sposoby: korzystajac z zasady indukcji matematycznej oraz

jakim$ innym sposobem).

Zadanie 5. Dla jakich liczb naturalnych prawdziwa jest nieréwnosé
6n+6 < 2™7?

Zadanie 6. Sprobowaé¢ udowodnié, ze

(a) 3oiiyi=n?%

(b) dla dowolnej liczby naturalnej 5n + 1 jest podzielne przez 5.

Zadanie 7. Stosujac indukcje matematyczna wykazaé, ze
(a) 37 i =n?
n n(n+1)(2n+7
(b) Y0 k- (k+2) = nlotl@nt),
(c) n! >2" dlan > 3;
)

Zadanie 8. Udowodnij, stosujac zasade indukcji matematycznej, ze liczba 11™ 4 (—24)™ + 3 dzieli

sie przez 10 dla kazdego n naturalnego.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie D.1. Zapisaé¢ za pomoca symboli Y i [ nastepujace wyrazenia

(a) suma liczb naturalnych mniejsza lub réwna od n € N;
(b) 2"+ (" )"+ .+ (522 + (D + 1.

Zadanie D.2. Zapisaé, uzywajac symboli Y i [], nastepujace wyrazenia d(n) (liczba dzielnikéw

liczby naturalnej n).

Zadanie D.3. Ktore z nastepujacych wlasnosci sa prawdziwe?

(a) Yryai = Z?;J an—i;

(b) Y- 1az—z§.’;/ azj + 0V aggs
(€) Yy b= Y1 b

(d) Xhoolan +bp) = ZT:O aj +Z;”=o by

Zadanie D.4. Dla jakich liczb naturalnych prawdziwa jest nieréwnos¢
3n®+3n+1<2"?
Zadanie D.5. Dla jakich liczb naturalnych prawdziwa jest nieréwnosé
n® < 2"?

Zadanie D.6. Stosujac indukcje matematyczna wykazaé, ze

(a) Z 171 _ n(n+1)(2n+1);
(b) (a+b)" =370 ()ab" "

(c) 27t > Bpdlan > 3;

(d) wielomian ™ —na™~! +n — 1 jest podzielny przez x — 1 (w jaki inny sposéb mozna rozwiazaé
to zadanie?);

Y gat = “n:_ll_ L dla dowolnego n € N, gdzie a jest liczbg rzeczywista # 1;

(f) 3" >n2+4dlan>2

(e) —3=mn(2n—1);

—
@
~

M=
N
>

E
Il
-

(2p)® = 2n*(n 4+ 1)*;

m(m + 1)(m + 2)(3m + 5)
12 '

,\
=
M=

S
Il
-

NIE!

s-(s+1)2=

@
Il
—_

Zadanie D.7. Dany jest ciag {a,} okreSlony wzorem: ay = 4, an4+1 = 2a,, — 3n + 4. Udowodnij,
ze ap, =2"+3n—1dlan e N.

Zadanie D.8. Udowodnié, ze dla ciagu okreslonego rekurencyjnie

3a,,
a1 =3, a >1
1 ) n+1 n+ 1a
zachodzi wzor
3"’L
ap=—, nz=1
n!

Zadanie D.9. Uzasadni¢ (korzystajac z zasady indukcji matematycznej), ze

(a) 3*"*2 1 1 jest podzielne przez 10;
(b) 27*2 4 327+ jest podzielne przez 7;
(c) 62" +37*2 4 3" jest podzielna przez 11.
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Zadanie D.10. Niech ciag {f,} dany bedzie wzorem:

frnt2 = fot fo1, fo=0, =1
Ciag {fn} nazywa sie ciggiem Fibonacciego. Uzasadnié, ze

(a) ZZ:O fr = fn+2 ; 1; §
® =35 (49%) - 35 ()

Zadanie D.11. Niech {f,} bedzie ciagiem Fibonacciego okreslonym w zadaniu D.10. Uzasadnié,

ze

(a) ZZ:O f]? = fnfn—o—l;
(b) Yhio fok+1 = font2s
(€) Yoo for = fon+1 — 1.

7 powyzszych réwnosci wyciagna¢ wywnioskowad, ze

ka = foy2 — 1.

k=0
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Zadanie 1. Znajdz pozostale wartosci funkcji trygonometrycznych kata 3, wiedzac, ze

2
t = —.
gh=¢
Zadanie 2. Wyznacz kat o wiedzac, ze

o-wsa . ac(05)
SiIno — CosS& = — (0% — .
4’ 2

Zadanie 3. Oblicz

i 197
(a) S 6 -
(b) tg 75
() cos(—27) + sin 227,

Zadanie 4. Rozwiaz rownania:

|sinz| + sinz = 0;
V3cosz +sinz = 1;
2sin*z + 3sin®z +1 = 0;

Zadanie 5. Sprawdz tozsamosci trygonometryczne

cosz—sinz __ 1 o .
(a) cosx+sinxz ~  cos?2z tg 21’7

(b) tg(g —i—x) —tg(g —x) — 2tg 2.

Zadanie 6. Uzasadnij, ze wyrazenie

cos 2x 1
- :tgx—l— _
Sin & Cos T tgx

nie jest tozsamoscia.
Zadanie 7. Wyprowadz wzory na sin 2«, cos 2« ze wzoréw na sinus i cosinus sumy katow.
Zadanie 8. Rozwiaz nieréwnosci trygonometryczne

(a) cosx +tgx + sinx;

NN

1
. . 1
(b) |sinz|sinz < 3.

Zadanie 9. Wyznacz zbiér wartosci funkcji f danej wzorem f(x) = 4sin®z — 4sinz + 5.

Zadanie 10. Naszkicuj wykres funkcji

f(z) = V2(sinz + cos ).
Zadanie 11. Dane jest réwnanie z niewiadoma x:

z2 cos o + 2z sin a = cos av.

Wykaz, ze jesli a jest katem ostrym, to réwnanie ma dwa rozwiazania. Znajdz te wartosci parametru

a, dla ktérych dane réwnanie ma dwa rozwiazania takie, ze suma ich odwrotnosci jest wicksza od 2.

)
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie D.1. Oblicz

(a) sin?75° — cos? 75°.
(b) 8sin 2T tg 5x.

Zadanie D.2. Rozwiaz réwnania:

(a) tgx =sinx;

(b) sin® 4 coszx = 1;

(c) sinzcosz + tanz = 2,5sinx.

Zadanie D.3. Sprawd? tozsamosci trygonometryczne

(a) sin® (ZF —z) + 12522 _gin 2z = (cosz — sinx)

(b) sin 7z tg 3,52 + cos Tx = 1.

2.
)

Zadanie D.4. Rozwiaz nieréwnosci trygonometryczne

(a) 8sin®z —4sin®z — 2sinz +1 > 0;

(b) sinz > cosz.
Zadanie D.5. Niech
. 1 1
A= {a: € [0, 4n];sinz > 5}, B = {a: € [0,1];cosz < —5}.
Wyznacz AN B.

Zadanie D.6. Naszkicuj wykres funkcji

(a) cosx —+/3sina;
(b) f(z) = (cosa)VIcosel=t,

Zadanie D.7. Zbadaj dla jakich parametréw m istnieje rozwiazanie réwnania

V3sinz + cosz = m.

()
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Zadanie 1. Oméw podstawowe wlasnosci funkeji wyktadniczej (dziedzina, zbiér wartosci, mono-

toniczno$¢, miejsca zerowe).

Zadanie 2. Rozwiaz nastepujace réwnosci i nieréwnosci

@ (V)" =3

) 9’

(b) 357 — 2571 = prl — 12
cos2x __ coszw_ —1.

(c) 2 =2 274
g\ 8z —9 9\92°—8

(@) (5) > (§) ;

(e) 7T 3.7l S 4;

(f) 2w+1 _ 23:—1 < 32—3?-

Zadanie 3. Wyznacz zbiér wartodci funkcji f(z) = 25% — 10 - 5% + 9.

Zadanie 4. Oméw podstawowe wlasnosei funkeji logarytmicznej (dziedzina, zbiér wartoscei, mo-

notoniczno$é, miejsca zerowe).

Zadanie 5. Oblicz

(a) log, 44/16;
(b) 957,
(c) logs b -logs 7 - log; 9.

Zadanie 6. Oblicz log ab wiedzac, ze log 10a = 2010 i log l—bo = 1020.

Zadanie 7. Sporzadz wykresy funkcji

(a) —logyz+1
(b) logy |« —1]

Zadanie 8. Czym si¢ r6zni wykres funkcji y = log z* od wykresu funkcji y = 4log z?

Zadanie 9. Rozwiaz nastepujace réwnosci i nieréwnosci

xlog 7 + 710g x

)
)

c) In(bz —e) =1;
) 8;
)

=9
(e log1 (logs ) > 0.
Zadanie 10. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste a spelniajace réwnanie
log) 4(a+7) =2.
Zadanie 11. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbiér
{(z,y) : log, y = 2}.

Zadanie 12. Wyznacz najmniejsza warto$é funkcji f(x) = log 5 (8 — 22).
2

Zadanie 13. Dla jakiej wartosci x ponizszy ciag jest ciggiem arytmetycznym?
log 2, log(2® — 2), log(2” + 10)
Zadanie 14. Dla jakich wartosci parametréw a i b dziedzing funkcji
f(z) =log(—z? + azx +b)

jest przedzial (—3,4)? Wyznacz zbiér wartosci tej funkeji.

(1)
&3,
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie D.1. Rozwiaz nastepujace réwnosci i nieréwnosci

)

4%1—1 — 23(x+1)
(

) 1 4 3z
(b) (0,126)" - (V"' = (45) s
o3|
(© 3)" 7 <%
(d) log% 2m123 2
e) 8log2® 242 > g 2
)

Zadanie D.2. Oblicz

(a) logg; 100 + log, /5 125;
(b) 16%—10g45 + 10310g2+1.

Zadanie D.3. Rozwiaz rownanie
log; (log, (logy x)) = 0.
Zadanie D.4. Naszkicuj wykres funkeji f: [—3,3] — R danej wzorem
fla) = (V2
Zadanie D.5. Naszkicuj wykres i podaj zbiér wartosci funkeji
f(z) = log%(x2 — 52 +6) —log1(z — 3).

Zadanie D.6. Sporzadz wykresy funkcji

log,, 2 .
(2) Togs T

(b) log1(2—x).

Zadanie D.7. Liczby 1 i x5 sa réznymi rozwigzaniami réwnania ma? — ma + 2 = 0. Dla jakich

wartosci m spelniona jest rownosé logy x1 + logy x9 > —37

Zadanie D.8. Dane jest réwnanie 22 + 2x + 1 + logm = 0. Funkcja f(z) = x1 - x5 okreslona jest

na zbiorze tych m, dla ktérych dane rownanie ma rézne pierwiastki x; i xo. Wyznacz dziedzine

funkcji f i okresl zbidr jej wartosci.

()
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Zadanie 1. Rozwiaz réwnanie:

|22 — 4] =3 = ||z — 2] — 1.
Zadanie 2. Rozwiaz nier6wnosé:

[4z| 4+ 2 > |2z + 4] + |z — 3.
Zadanie 3. Rozwiaz uktad rownan:

(a) 2x+5)—-3y+3)=2(z+y)
2z —5(3+y) =42z +8)

3w52y +4 =23z

2,522y _ o _
5 20 =3

(b)

Zadanie 4. Rozwiaz uktad rownan i przeprowadz dyskusje istnienia i liczby rozwiazan w zaleznosci

od parametru:

3r—ay=1
(a)
2z + 3ay =19
ar +y=a
(b) i
r+ay =a
Zadanie 5. Rozwiaz uktad réownan:

|| +2[y| =3
3r—2y=>5

(a)

(b) z—2y=0

2 —de+(y—1)(y—3)=-1
© —r+3y=3

(2] =2)* + (y —1)* =4

Zadanie 6. Przedstaw ilustracje graficzng zbioru rozwiazan uktadu:

y—2x <2
2z 4+ 3y —6 <0
y=xz+1

Zadanie 7. Rozwiaz uktad rownan:

2z —3y+ 2z =17

(a) {3z —2y=5

20 — 3z = —12
20+ 2y — 62 =28

(b) S —z+y+7z=-2
—2z — 4y + 2z = —-10

)



)

]
)

Repetytorium z matematyki elementarnej, (©) 2011 Pawel Mleczko

(
L

{R(’)WNANIA I NIEROWNOSCI |

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie D.1. Rozwiaz rownanie:

(a) e —1]+ |22 +3| =4z —1;
(b) |z|z — 1]+ 2| = 3.

Zadanie D.2. Rozwiaz nieréwnosc:

(a) |3z + |1 —2z|| — 2 > 2u;
() |22 +3z+ 1> 1.

Zadanie D.3. Rozwiaz uklad réwnan:

(b) é(y+%)_%(x+2):171
x—2y+%=i[2x+3(y—%)]
(0 {3 27v?

Zadanie D.4. Rozwiaz uklad réwnan i przeprowadz dyskusje istnienia i liczby rozwigzan w za-

leznosci od parametru:

dx+2(a+1y=a

20 -3y =1

20 +ay =1
(b)

3r+2y=5»

Zadanie D.5. Dla jakich wartosci parametru k rozwiazanie uktadu
r—y=k—1
2t —y=3—-k

jest:

(a) para liczb ujemnych,
(b) para liczb dodatnich,
(c) para liczb o przeciwnych znakach.

Zadanie D.6. Rozwiaz uklad réwnan:

y+rx—-1=0
(a)

lyl—x—1=0

2z —y=-1
(b)

22+ =3+2
3r—2y=1

(c) ) )
(lzl =2)* + (jyl =2)* =1

Zadanie D.7. Przedstaw ilustracje graficzng zbioru rozwiazan uktadu:
z+y—2<0
2y 4+ 5z > 10
5x —2y—10<0

)
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Zadanie D.8. Rozwiaz uklad réwnan:

2m + 3n =12
(a) {3m+2k=11
on + 4k = 10

-1 +2y—2)+(z2—7)=-8
(b) Sx+4+2y+72=10

z—y=20

3x—y—2=4

(c) r+2y—5z=-1

—r—y+32=0
Zadanie D.9. Wiedzac, ze uklad réwnan
ay+br=c

cxr+az=">

bz+cy=a

ma doktadnie jedno rozwiazanie wykaz, ze abc # 0 1 znajdz to rozwiazanie.

)
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Zadanie 1. Wyznacz funkcje kwadratowa f(z) = ax? + bx + ¢, dla ktorej

(a) wykres posiada wierzcholek w punkcie P(2,4) i przechodzi przez punkt A(1,0)
(b
(

)

) wykres przechodzi przez punkt A(2,8) i jest styczny do osi OX w punkcie B(4,0)
(c) wykres przechodzi przez punkty A(0,1) i B(2,9) i jest styczny do osi OX
)

)

[=9

wykres jest symetryczny wzgledem osi OY oraz przechodzi przez punkty A(0,1) i B(1,3)
suma pierwiastkéw wynosi 8, suma odwrotnosci pierwiastkéw jest réwna 2/3 oraz wykres prze-
chodzi przez punkt A(0,24)

(f) a = 1 oraz miejsca zerowe x1, Ty spetniaja warunki 3 + 23 = 5, x170 = 2.

(e

Zadanie 2. Znajdz najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkcji

(a) f(z) = —2%+4x+1dlaz € (0,3)

(b) f(z)=vaz?2+4dlaxe(-1,3).

Zadanie 3. Rozwiaz rownanie:

(a) 2% —5lz|+4=0

(b) 4o +2=z+1|+4

(¢) v/2|z| — 22 = a w zaleznosci od parametru a.

Zadanie 4. Rozwiaz nieréwnosé:

(a) 22 — bz +6| >0

(b) Va>x—2.

Zadanie 5. Dla jakich wartosci parametru m

(a) liczba 1 zawiera si¢ miedzy réznymi rozwigzaniami réwnania (m — 4)z? — 4z +m —3 =0
(b) réwnanie |x — 1| = m? — 4m — 1 ma dwa pierwiastki dodatnie
)
)

2 — 24+ m?—2m + 1 nalezy do przedzialu (1, 4)

(c

(d) nieré6wnosé (m — 2)a? — |m — 2|z + 2 > 0 jest spelniona dla kazdego z?

warto$¢ najmniejsza funkcji f(z) =z

Zadanie 6. Funkcja f dana jest wzorem f(z) = va? — 6z + 9(z — 2). Narysuj wykres funkeji f.
Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m w zaleznosci od parametru m.

Zadanie 7. Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie

2—m
2?4+ 32+ —— =0,
m—
ma dwa rézne pierwiastki takie, ze suma ich sze$cianéw jest réwna —9.
Zadanie 8. Dla jakich warto$ci parametru z funkcja f(z) = 22 — kx + k + 2 ma dwa miejsca

zerowe wigksze od 37

Zadanie 9. Dla jakich wartosci parametru m zbiér rozwigzan nieréwnosci
2 —2mxr—m+1<0

zawiera si¢ w przedziale (—3,1)?

Zadanie 10. Znajdz te wartosci parametru m, dla ktérych liczba 2 nie nalezy do zbioru rozwiazan
nieréwnoéci 22 + (m? + 3)z — 6m? — 18m + 44 > 0.

Zadanie 11. Dla jakich wartosci m funkcja f(r) = (m—4)x? —4x+m—3 ma dwa miejsca zerowe,

z ktérych jedno jest mniejsze od 1 a drugie wigksze od 17

Zadanie 12. Suma dwoch liczb jest rowna 6. Znajdz te liczby, jesli wiadomo, ze suma podwojonego
kwadratu jednej z nich i kwadratu drugiej jest najmniejsza z mozliwych.

Zadanie 13. Znajdz te warto$¢ parametru m, dla ktérej iloczyn pierwiastkéw réwnania a2 —

2max +m? — 4m + 1 = 0 jest najmniejszy.

(1)
&3,
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Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie D.1. Wyznacz funkcje kwadratowa f(z) = az? + bz + ¢, dla ktérej

)

)
(¢) a =1 oraz miejsca zerowe x1, 2 speliaja warunki |xo — 21| = 1, |z122] = 2
(d) a =1 oraz miejsca zerowe x1, s spelniaja warunki ?11 + % =3, 1—1% + % =5.
Zadanie D.2. Znajdz najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji
(a) f(z) =22 -4z +1dlax € (0,3).

Zadanie D.3. Rozwiaz rownanie:

(a) |22 — 9|+ |22 —4| =5
(b) 2% + \/x(x —4) = 2(1 + 22).

Zadanie D.4. Rozwiaz nieréwnosc:

(a) Va2 —bzx+4>2—3
(b) |22 —3| < 1.

Zadanie D.5. Dla jakich wartosci parametru m

(a) pierwiastki réwnania 2% + (3m — 2)x + m + 2 = 0 spelniaja warunek z? + 22 > 1

2

(b) tréjmian z* — ma + 2 przyjmuje wartosci ujemne dla z € (1,2)?

Zadanie D.6. Suma wszystkich wspotczynnikow réwnania kwadratowego jest rowna zero. Wykaz,

ze kazde rownanie kwadratowe o tej wlasnosci ma co najmniej jedno rozwiazanie rzeczywiste.

Zadanie D.7. Funkcja f dana jest wzorem: f(z) = v/22? — 3z + /3 — 1. Uzasadnij, ze funkcja f

ma dwa dodatnie miejsca zerowe.

Zadanie D.8. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ funkcja:
f@)=(@—a)z—b)+ (z-b)(z—c)+ (z—c)(x —a)

ma co najmniej jedno miejsce zerowe.

Zadanie D.9. Pierwiastkami réwnania 22 + px + p = 0 sa dwie rézne liczby z1, z5. Zbadaj, czy

istnieje taka warto$é parametru p, przy ktérej wyrazenie (x1 + 2x2) - (22 + 221) osiaga wartosé 1.

Zadanie D.10. Wyznacz dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = 1 - x2,
gdzie 21,79 sa réznymi pierwiastkami réwnania (m + 2)z% — (m + 2)22 + 3m + 2 = 0, w ktérym
m € R\ {2}.

Zadanie D.11. Dla jakich wartosci parametru k funkcja f(z) = (k + 1)z% — kz + 2k — 3 nie

przyjmuje wartosci dodatnich?

Zadanie D.12. Dla jakich wartosci parametru k liczby © = —1 i = 1 naleza do zbioru rozwigzan

nieréwnosci =2 + %x +k—1>07

Zadanie D.13. Dla jakich wartoéci parametru m réwnanie 22 — z - 2™ 4+ 2™~! = 0 ma dwa

pierwiastki?

Zadanie D.14. Rozwiaz rownanie

Yy o)
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Zadanie D.15. Rozwiaz rownanie

2+6+vVi—xz=x+1.
Zadanie D.16. Wyznacz te wartosci m, dla ktérych réwnanie (k+ 1)2? — 22+ k —1 = 0 ma dwa
rézne rozwiazania nalezace do przedziatu (0, 2).

Zadanie D.17. Wyznacz te warto$¢ parametru k, dla ktérej suma kwadratéw pierwiastkéw row-

nania 22 + 2kz + 3k — 6k — 2 = 0 jest najwieksza z mozliwych.

Zadanie D.18. Dla jakich wartoéci parametru a do zbioru rozwigzan nieréwnoéci 2+ (a+2)r—a <
0 nalezg tylko ujemne liczby?
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Repetytorium z matematyki elementarnej - 20107
Rozdzial 7—wielomiany i funkcje wymierne

Zadanie 1. Dla jakich wartosci parametrow a, b, p, ¢ nastepujace wielomiany zmiennej = sa rowne:
W (z) = (ax + b)(2? — 3z +4) i V(x) = (222 + pr + q)(z — 3)7?

Zadanie 2. Wyznacz wielomian czwartego stopnia, ktérego podwdjnym pierwiastkiem jest liczba

—2, a pojedynczym liczba 3 i ktéry przy dzieleniu przez 22 — 1 daje reszte —24.
Zadanie 3. Wykona¢ nastepujace dzielenia z reszta :

(a) z* — 923 + 2322 — 162 + 13 przez x — 5;
(b) 225 + 82* + 72® + 3z + 5 przez 323 + 722 + 5z + 1.

Zadanie 4. Rozwiaz rownanie:

(a) 23 — 622 + 11z — 6 = 0;

(b) 25 —-92°2 +8=0

(c) 2t +3 —[323 + 2| =0.

Zadanie 5. Dla jakich wartosci wspélezynnikéw a i b wielomian P(z) = 2% +az+b jest podzielny
przez z2 — 17

Zadanie 6. Dla jakiej wartosci parametru m przy dzieleniu wielomianu 322 4+ ma? — 4z + 2 przez
x — 2 otrzymujemy reszte 67

Zadanie 7. Przy dzieleniu wielomianu P(x) przez @ — 1 otrzymujemy reszte 3, przy dzieleniu
przez x — 2 reszte 4. Znajdz reszte z dzielenia wielomianu P(x) przez wielomian z? — 3z + 2.

Zadanie 8. Rozwiaz nieréwnosé:

(a) 2® — 522 + 10z — 12 < 0;
(b) 2° + 32* — 923 — 2122 — 102 — 24 < 0;
(c) Vot —22<5— 22

Zadanie 9. Rozwiaz réwnania i nieréwnosci

374 .

(a) w%mfw =0;

3 42416 _ (.
0 3
(©) 372 2 o1

2
(@) [ < 1
(e) L:'s >z —2.

Zadanie 10. Dla jakich wartosci parametru m

(a) réwnanie ]ﬁ! = m ma dokladnie jeden pierwiastek
le—1] _
z2—-1

, . 1422 . . . ,
(c) réwnanie % = m nie ma pierwiastkow

(b) réwnanie m ma dwa pierwiastki rzeczywiste

, =y =m . .
uktad réwnan ma rozwigzanie?
(d) uktad ?
y—mx =0
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie D.1. Wykonaé nastepujace dzielenia z reszta :
(a) 22% + 23 + 22 + 32 + 3 przez 322 + x + 4

(b) x° + 4z* + 322 + 2 przez 223 + z + 4;
(c) a°+ 22* + 523 + 13 przez = + 1.

Zadanie D.2. Rozwiaz rownanie:
(a) a* + 423 — 2522 — 162 + 84 = 0;
(b) 25 — 4a* — 62% + 1622 + 292 + 12 = 0.

4

Zadanie D.3. Dany jest wielomian W (z) = z* — 2° + 322 + max + 2 zmiennej x z parametrem

m € R. Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych wielomian W jest podzielny przez trojmian
Qx) =22 —xz+1.

Zadanie D.4. Rozwiaz nieréwnosc:

(a) (22 —5)(z? —4)(2® +8) < 0;
(b) x* < 2%
(c) |23 -1 <22 +z+1.

Zadanie D.5. Rozwiaz réwnania i nieréwnosci

a 2<z+1)29(:€+i)+100

x

_ 3
Ve = 6v/z+v/4Az—2
2
X

(z+3)% (22 +z+1)
(4—x)z >0

Zadanie D.6. Reszta z dzielenia wielomianu W przez wielomian Q(x) = z* + 23 — 2 — 1 jest

réwna 23 4+ 22 4+ x + 2. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu W przez =2 — 1.

Zadanie D.7. Dany jest wielomian postaci 2® + ax? 4 bz + 6r, gdzie r jest réznicg ciaggu arytme-
tycznego, ktérego pierwsze trzy wyrazy sa pierwiastkami tego wielomianu. Drugi wyraz tego ciagu

jest réwny 2. Oblicz pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie D.8. Wielomiany W (z) = 23 —az +4 oraz V(x) = 2% + 1 — a maja wspélny pierwiastek.

Oblicz a oraz pierwiastki tych wielomiandw.

Zadanie D.9. Udowodnij, ze jezeli reszta z dzielenia wielomianu P(x) = 22 + 4x + ax + b przez
wielomian Q(z) = % + x — 2 jest wielomianem statym, to a = —7.
Zadanie D.10. Zbadaj liczbe pierwiastkéw wielomianu 4+ (1—3m)z%+2m?—2m = 0 w zaleznosci

od parametru m.

Zadanie D.11. Reszta z dzielenia wielomianu W (z) przez x + 3 wynosi 2, a przy dzieleniu przez

x — 2 reszta wynosi —1. Jaka jest reszta z dzielenia tego wielomianu przez x? + = — 6?

()
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Zadanie 1. Zbadaj parzystos¢ i nieparzystos¢ nastepujacych funkcji

(a) f(z) = oL

(b) f(z) = ost+\/1+x2
(c) fz) =3 0 2k+)1 a?h

0, 1
@ fw={% 7=

Zadanie 2. Wykaz, ze dla dowolnej funkcji f funkcja g(x) = f(x)+ f(—x) jest parzysta, a funkcja
h(z) = f(x)— f(—x) jest nieparzysta. Nastepnie pokaz, ze kazda funkcja jest suma funkcji parzyste;
1 nieparzystej.

Zadanie 3. Zbadaj monotonicznos¢ nastepujacych funkcji

(a) f(z) = —%x+2

®) =" °
—z4, >0
(©) f@) =1

(d) fz) = lle —2[ =3

Zadanie 4. Zbadaj okresowos¢ nastepujacych funkeji

(a) f(x) = [z, gdzw [] oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza niz
(b) f(z) = [+] -

@ o) o~ ]

(d) f(xz) =sinz + cosx

(e) f(x) =1+4sin2z

(f) fz) =tg %

Zadanie 5. Wykaz, ze funkcja % jest odwrotna wzgledem siebie. Sporzadz wykres.

Zadanie 6. Sprawdz réznowartosciowos¢ nastepujacych funkcji i wyznacz funkcje odwrotna, o ile

to mozliwe

Zadanie 7. Narysuj wykres funkcji

(a) 22 +4x —2
(b) —22? 4+ 18z — 6
(¢) [lz| =5

(d) |z|* - 2]a| +2

o,

(e) 722

)
(f) sin(2x +1)
(g) sin(2(z + 1))
Zadanie 8. Opisz podstawowe wlasnosci funkcji f(z) = ax + b w zaleznosci od parametréw
a,beR.

Zadanie 9. Znalez¢ funkcje, ktérej wykres jest prosta prostopadla (réwnolegla) do prostej y —
2x 4+ 10 = 0 i przechodzaca przez punkt (1,1).

Zadanie 10. Zilustruj zbidr liczb z,y € R takich, ze |z| + |y| = 1.

(1)
&3,
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Zadanie 1. Napisz rownanie okregu stycznego do dwéch prostych o réwnaniach:
r4+y—2=0, z4+y+3=0
i przechodzacego przez punkt P = (1,0).
Zadanie 2. Wyznacz liczbe punktéw wspélnych okregu o réwnaniu 22 + 42 +2x — 6y +4 = 0

z prosta o réwnaniu y = x + m w zaleznosci od wartosci parametru m.
Zadanie 3. Wyznacz réwnanie stycznych do okregu 22 + 32 +4x+1=0

(a) przechodzacych przez poczatek ukladu wspoélrzednych,
(b) réwnoleglych do prostej y = 2z — 7.

Zadanie 4. Wyznacz pole trojkata o wierzchotkach A = (0,2), B = (z,3), C = (1, 3) jako funkcje
f zmiennej x i naszkicuj jej wykres. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania f(|z|) = m w zaleznosci

od wartoéci parametru m € R.

Zadanie 5. Dane sg punkty A = (2,3) i B = (5,4). Na prostej o réwnaniu y = 5 wyznacz punkt
C tak, aby tamana AC'B miala jak najmniejsza dtugo$¢. Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 6. Dany jest okrag i prosta odpowiednio o réwnaniach:
4y’ + 20 —4y—-5=0, 3rx+y—19=0
Znajdz najmniejsza z odleglodci |AB|, gdzie A jest punktem na okregu, a B punktem na prostej.

Zadanie 7. Przez érodek okregu prowadzimy dwie rézne $rednice AC i BD. Uzasadnij, ze czwo-
rokat ABCD jest prostokatem.

Zadanie 8. Rozwazmy dwa okregi wspélsrodkowe: jeden o promieniu 3, drugi o promieniu 5.

Znajdz dtugoéé¢ odcinka stycznej do mniejszego okregu, zawartego w wiekszym okregu.

Zadania do samodzielnego rozwigzania
Zadanie D.1. ZnajdZ réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (1, 3), wiedzac, ze:

1. poczatek uktadu wspoétrzednych nalezy do tego okregu;
2. do okregu nalezy punkt A = (2, —1);
3. okrag jest styczny do prostej x = —1.

Zadanie D.2. Okrag, ktérego srodek nalezy do osi OY i promien ma dlugosé r = v/5 jest styczny
do prostej o réwnaniu x + 2y — 1 = 0. Napisz réwnanie tego okregu.

Zadanie D.3. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC, gdzie A = (—2,1), B =
(0,-3)iC = (4,3).

Zadanie D.4. Okrag o réwnaniu (z — 2)? + (y + 3)? = 4 jest opisany na pewnym tréjkacie
réwnobocznym ABC'. Znajdz réwnanie okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie D.5. Promien okregu wpisanego w romb ABCD jest réwny r = 2, a wspoélrzedne koncow
przekatnej AC sa nastepujace: A = (—2,3), C' = (4, —1). Oblicz wspdlrzedne punktéw B i D.

Zadanie D.6. Dany jest okrag o rownaniu:
4y =20 —-2+1=0

i prosta x —y — 1 = 0. Oblicz dlugosé cieciwy tego okregu zawartej w danej prostej i jej odleglosé
od érodka.

Zadanie D.7. W trojkat réwnoramienny o obwodzie 40 wpisano okrag, ktérego promien jest

rowny % wysokosci poprowadzonej do podstawy. Obliczy¢ dhugoséci bokow tego tréjkata.

(1)
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