Liczby zespolone

1.1.

1.2,

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

Stwierdzi¢ kiedy kwadrat liczby zespolonej jest liczba
(i) rzeczywista,
(ii) ujemna,

(iii) tylko urojona?

Doprowadzi¢ do postaci a + b liczby zespolone
(i) (1—131)/(1=3i),
(il) v—5— 121,

i) T2

3t1—4

Narysowaé zbiér tych punktéw plaszczyzny zespolonej, ktére spelniaja warunek:

1

(i) {zeC:1<Re(z) <2},

i) {zeC:|z—1-1i| =2},

(iii) {z€C:|z—1—2i] =Re(z) + 1},
)

11

{ZE(C z—z}

1V

Za pomoca liczb zespolonych opisa¢ ponizsze zbiory

Im

Funkcje analityczne 1

Obliczy¢

(—V3+1i)»

Zmalez¢ sume katow «, 3,, gdzie katy te sa argumentami liczb zespolonych odpowiednio 1 44,2 + 7,3 + 4.

Obliczy¢ granice ciagu liczb zespolonych
(a) lim,_ o0 (4n + n2i)/(5n? — 2i),
(b) lim, oo (4 + 2n% + 5in)/(1 — 4n + n? — in?),

(¢) limy, oo ((2 —1)/3)"
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Funkcje analityczne 1

1.8. Zbadaj zbiezno$¢ szeregow
0 oz ()"
(11) Z?:l %7

-n

(i) 3°07 me

1.9. Niech P bedzie wielomianem o wspélczynnikach rzeczywistych. Pokazaé, ze P(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
P(z)=0.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

D.1.1.| Doprowadzi¢ do postaci a + ib liczby zespolone 1/(4 + 3i), v/—6, /i.

D.1.2.| Narysowa¢ zbiory punktéw {z € C:1 <Im(z) <2}, {z € C:|z—a| =|z2—b],a # b, a,b e R}, {z € C:
Im(z) = Re(2)}, {z € C: Re(iz) < 1}.

D.1.3.| Udowodnié, ze jezeli z; = |z1|(cosa + isin ) oraz za = |za|(cos 5 + isin §), to

21 - 22 = |21]|22|(cos(a + B) + isin(a + 3))

oraz

A1 @(cos(a—ﬁ)+ism(a_6))'

z9 |22|

Wyprowadzi¢ stad wzér

2" = |z|"(cos na + isinnf).

Podaé¢ w postaci a + bi liczby

(1+42)* (1—1i)%
(L—iV3)" (V3 -+

D.1.5.| Zbadaj zbieznoéé¢ ciagéw (jesli to mozliwe policz granice) lub szeregéw

3n 4 4+3\" S (1+3)" = 1
li li ~ T ,
Jm S (SR 2 Xt

n=1

Niech u, v, w beda liczbami zespolonymi o module réwnym 1. Uzasadnié, ze u +v+w =1, o ile
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Funkcje analityczne 1

Funkcje holomorficzne

2.1.

2.2,

2.3.

2.4.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

Wyznaczyé czesé rzeczywista i czesé urojona funkcji:

1

—z

Opisaé dzialanie funkeji f(2) wewnatrz kola jednostkowego oraz na zewnatrz. Na co ta funkcja przeksztalca

okrag jednostkowy?

Zbada¢, czy istnieje funkcja ciagta I': C — C taka, ze I'|c\ (0} = f, gdzie
(i) f(z) =z2/lz],
(i) (2Re(2))/lz]-

Korzystajac z definicji uzasadnié, ze funkcja f: C — C jest holomorficzna na C.

Zrézniczkowaé funkcje

Udowodnié, ze funkcja f(z) = f(z +iy) = v/|xy|, okreSlona w pewnym otoczeniu zera, nie jest rézniczkowalna
w z = 0, ale spelnia w tym punkcie warunki Cauchy’ego-Riemanna.

Znalez¢ funkcje holomorficzng f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) na C, wiedzac, ze u(x,y) = x> — 622y — 3wy + 293
oraz f(0) = 0.

Czy holomorficzna w pewnym obszarze D funkcja f = u+ tv moze przyjmowaé¢ wartosci wylacznie rzeczywiste?
Opisaé¢ wszystkie takie funkcje.

Przypu$émy, ze f = u+iv € H(D), gdzie D jest pewnym obszarem. Zdefiniujmy funkcje g wzorem

9(2) = f(2).

Podaé warunki jakie musi spelniaé¢ funkcja f, aby g € H(D).
Pokazaé, ze jezeli f jest holomorficzna w obszarze D oraz |f| jest funkcja stala, to f jest stala.

Udowodnié, ze jezeli u(z,y) jest czescia rzeczywista funkcji f = w + v, holomorficznej w pewnym obszarze D,
oraz jezeli pochodne czastkowe drugiego rzedu sg ciagte, to
u  0%u

@4_873/2:0'
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Funkcje analityczne 1

2.12. Udowodnié, ze jezeli funkcja f = u +iv € H(D), gdzie D jest obszarem, to dla g + iyg € D mamy

. ou Ov ov Ou
f/(l"o +iyo) = %(xo,yo) =+ Z%(xmyo) = a*y(ﬂﬁoyyo) - Za*y(ﬂﬁmyo)

2.13. Niech f(x +iy) = y? — 3ix?. Znalezé punkty, w ktérych f' istnieje oraz obliczyé pochodng w tych punktach.

2.14. W jakich punktach ptaszczyzny zespolonej rézniczkowalna jest funkcja f(z) = e + 227

2.15. Udowodnié, ze jezeli f,g € H(D), gdzie D jest obszarem oraz f(zo) = g(z0) = 01 ¢'(20) # 0, gdzie zp € D, to

i 1) _ 1o

== 9(2)  g'(20)

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Niech f(z + iy) = 22y + 2iy. Znalezé punkty, w ktérych f’ istnieje oraz obliczyé¢ pochodna w tych punktach.
D.2.2.| Znalezé wszystkie funkcje catkowite f = u + v takie, ze u(x,y) = 22 + 2.

Sprawdzié, ze funkcja f(z) = zIm(z) jest rézniczkowalna tylko w punkcie z = 0.

Wskazaé punkty, w ktérych funkcja f(z) = |2|? jest rézniczkowalna.

Niech f(z) = 2®y? +ix?y3, 2 = x + iy. W ktérych punktach plaszczyzny funkcja f jest rézniczkowalna?

D.2.6.| Znalezé funkcje catkowita f = u + iv wiedzac, ze
(i) u(z,y) =2® — 627y — 3zy® + 2y°, £(0) =0,

(i) u(z,y) =y/(«® +9*), f(1) =i.

D.2.7.| Okresli¢ punkty, w ktérych rézniczkowalna jest funkcja f(x + iy) = 222 +y + i(y? — x).

D.2.8.| Dla jakich liczb a, b, c € R funkcja
fla =iy) =z + ay + ibx + icy

jest rozniczkowalna?
D.2.9.| Znalezé wszystkie funkcje catkowite f = u + iv, spetniajace réwnosé u(z) = v2(2) dla kazdego z € C.
Udowodnié, ze jezeli f € H(D) (D jest obszarem) oraz f'(z) =0 dla z € D, to f jest funkcja stala.
Udowodnié, ze jezeli f,g € H(D), gdzie D jest obszarem oraz f'(z) = ¢'(z) dla z € D, to f — g jest funkcja

stala.
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Funkcje analityczne 1

D.2.12.| Wyznaczy¢ czesé rzeczywista 1 czesé urojona funkcji f(z) = z|z|.

Obliczy¢
z2—4z+5 .

(i) lim, oy =553

(i) lim, o <L

Szeregi potegowe. Szeregi Taylora

3.1. Pokazal, ze szereg » -, 2" jest zbiezny bezwzglednie w kole otwartym |z| < 1, nie jest natomiast zbiezny na
okregu jednostkowym.

3.2. Pokazaé, ze szereg y .- 2" /n? jest zbiezny bezwzglednie w kole otwartym |z| < 1 oraz jest zbiezny na okregu
jednostkowym.

3.3. Pokazaé, ze szereg ZZOZO 2" /n jest zbiezny bezwzglednie w kole otwartym |z| < 1 oraz jest zbiezny na okregu
jednostkowym poza punktem 1.

3.4. Znalez¢ promien zbieznosci ponizszych szeregéw potegowych:

3.5. Wyznaczy¢ kolo zbieznosci szeregu potegowe:
(i) Yy (2)"(z — i)™

i) Yoo, -1+

3.6. Przypusémy, ze szereg Y a,z" ma promien zbieznosci r > 0. Jakie promien zbieznosci bedzie mial szereg

(o)
3 nla,z"?
n=0

3.7. Rozwinac¢ dang funkcje w szereg Taylora w punkcie 2, gdzie
@
(ii

1/z w punkcie zg = ¢,
1/(z — 5) w punkcie zg = 1,

(iii) 1/2% w punkcie zy = 3,

)
)
)
(iv) 1/[(z+1)(z +2)] w punkcie zy = 0.
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3.8.

Zbadaé holomorficzno$é¢ funkcji

Sirzlz, jezeli z # 0,
flz) = {

jezeli z = 0.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Sprawdzi¢, czy szereg jest zbiezny

D.3.2.

Wyznaczy¢ koto zbieznosci szeregu potegowe:

(i)

(i)

Z sin f + iS5

n=1

1
os'n ’Ln

M8

n=0

(H)"

118

n=0

o (143"
Z n! ’
n=0

Z (1+31)n
(n+41)2>

S0 ) gy (2 — 20)"

(i) 0% iy (= 4 300

(i) Y0, ke

Funkcje analityczne 1
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D.3.4.

D.3.5

D.3

D.3.7

D.3

D.3.9.

4.1.

4.2.

Funkcje analityczne 1

Przypusémy, ze szereg > a,z"™ ma promien zbieznosci r > 0. Jakie promienie zbieznosci beda mialy szeregi

oo

— o
> nayz""toraz Y| anz®"?
n=1

1
1—=

Wyznaczy¢ szereg Taylora funkeji f(z) = o srodku w zg = 3.

Wyznaczy¢ szereg Taylora funkeji f(z) = ﬁ o srodku w zg = 0.

Nie rozwijajac funkcji f(z) = ﬁ w szereg Taylora, stwierdzié jaki jest promien zbiezno$ci tego szeregu.

Rozwinaé¢ w szereg Taylora o srodku w punkcie 0 funkcje f(z) = 22e=%"

ZZn,

Niech f(2) = 32,7 ary- Pokazal, ze

f'(z) = f(2).

Opisa¢ wszystkie ciggle funkcje f: C — C spelniajace warunek

f(z) = f(22) dla wszystkich zeC.

Opisa¢ wszystkie funkcje holomorficzne na C takie, ze

1
flz)= 5]‘(22) dla wszystkich z € C.

Calka krzywoliniowa

Znajdz wartosé calki krzywoliniowej z funkcji f(z) = 3z liczonej wzdluz krzywej Cy oraz Cs, gdzie

Im Im

(1,1) (1,1)

Cl CZ
‘ Re ‘ Re

Obliczy¢

/ |z|dz, gdzie
c
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Funkcje analityczne 1

Im

Re

4.3. Uzasadnij, ze

0, k#1,
/(z—zo)de: 7
o omi, k=—1,

gdzie C jest dodatnio zorientowanym okregiem jednostkowym o $rodku w punkcie zg.

4.4. Udowodnij, ze jezeli C' jest krzywa gladka z punktu z; do z», to

/dz:zg—z1.
c

4.5. Udowodnij, ze catka krzywoliniowa moze zaleze¢ od wyboru krzywej. Niech f(z) = Rez, a C' i C’' beda dwiema
liniami laczacymi 0 i 1 + 4. C niech ma parametryzacje z = (1 + i)t, a C’ sklada sie z dwoch odcinkéw
sparametryzowanych nastepujaco: z =t dla 0 <t < 1 oraz z =1+ is dla 0 < s < 1. Udowodnij, ze

/ Rezdz # Rezdz.
c c’

4.6. Korzystajac z wzoru calkowego Cauchy’ego obliczy¢
(1) f|z\:1 %d’z’
(11) f|271|:2 22—2z dZ,
(iii) fl 2dz.

z2—2|=4 2244

Ccos z

4.7. Pokaza¢, Ze nie istnieje taka funkcja f holomorficzna na C\ 0, ze f'(z) = <=

Zadania do samodzielnego rozwigzania

D.4.1.| Obliczy¢

/ zRezdz, gdzie
c
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D.4.2.

D.4.3.

D.4.4.

D.4.5.

D.4.6.

D.4.7.

D.4.8.

Funkcje analityczne 1

Im

Gy

\ Re
Obliczy¢

2
/ ze® dz,
c

gdzie C jest odcinkiem taczacym punkty 14 ¢ oraz —1 — 1.

Znajdz wartosé calki krzywoliniowej z funkcji f liczonej wzdhuz krzywej C, gdzie
(i) f(z) = Rez, C gérnym polokregiem zorientowanym dodatnio o srodku w zerze i promieniu 3;

(ii) f(2) = f(z +iy) = x + 2iy, C jest okregiem jednostkowym o srodku w zerze zorientowanym dodatnio.

Obliczy¢ catke

6Z
/c oD

gdzie C jest kwadratem o wierzcholkach w punktach +(2 + 2¢) zorientowanym dodatnio.

Obliczy¢ calke

z
/Ciz‘l—ldz’

gdzie C jest zorientowanym dodatnio okregiem |z — 2| = 2.

Obliczy¢

/.ZH E e )™

Udowodnié, ze warto$é érednia funkcji f € H(U), U = {z € C : |z| < 1} liczona po okregu z = re't, 0 <t < 27
ir < 1, nie zalezy od r, tzn. obliczyé caltke

1 27
i it dt
5 | rre

i uzasadnié¢, ze wartos$¢ tej calki nie zalezy od 7.
Obliczy¢

/ 22 —324+4
—dz.
|z|=2 Z+1
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D.4.9.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Obliczyé¢

/ z+2 d
— az.
|z|:1 24 + 2223

Obliczy¢

2
z
———dz.
/|zi|—3 (z — 3i)?

Obliczy¢

/ (z +iz% + Re z) dz,
T

gdzie T jest dodatnio zorientowanym tréjkatem o wierzchotkach w punktach 0, 1, 1 4 2i.

Obliczy¢

/ <5zsinz+ i ) dz.
lz—1|=2 =t

Zastosowanie calki krzywoliniowej w analizie zespolonej

Obliczy¢ calke

o0 IQ
/,oo @ it

Obliczy¢ catke niewtasciwa

[e’] efiz
——dx.
/,oo 21

Opierajac sie na poprzednim zadaniu znalez¢ wartos¢ catek niewlasciwych

* cosx * sinz
de oraz 3 dx.
Ceo TA+1 feo T2 F1

Znalezé warto$é caltki

/27r do
o a+cosf’

10

Funkcje analityczne 1
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D.5.1.

D.5.2.

D.5.3.

D.5.4.

D.5.5.

D.5.6.

D.5.7.

gdzie a > 1.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Obliczy¢ calki

o0 2
/ e sin(nf — sin0)dd oraz / e“*? cos(nf — sin 6)df.
0 0

Funkcje analityczne 1

Wskazéwka: mozna scatkowaé funkcje f(z) = e - 2~ ("1 wzdtuz okregu jednostkowego o $rodku w zerze.

Obliczy¢

o0 .’£2
—_d
/0 ot 2241 v

Obliczy¢

(oo}
x
/ 5 3 dx.
oo (2 + 204+ 2)(22 4+ 4)
Obliczyé¢
/2” cos 26
o l—cosf+1/2

Uzasadnié, ze

/OO z2dx T
o (z2+4)2 16

Uzasadnic, ze

/2" 9 3V2rm
0

1+ising 2

Uzasadnié, ze

/2" 3d 3w
o 3—sinf 2

11
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Funkcje analityczne 1

Udowodnié, ze

/°° 1 m/ﬁ.

Tt 2

Funkcje catkowite

6.1.

6.2.

6.3.

D.6.1.

D.6.2.

D.6.3.

D.6.4.

D.6.5.

Udowodnié, ze jezeli f € H(C) oraz |f(2)] < A+ |z/¥dlaz € C, A>01ik €N, to f jest wielomianem.
Wywnioskowaé stad twierdzenie Liouville’a.

Pokazaé, ze jesli czed¢ rzeczywista funkcji catkowitej jest ograniczona z géry, to funkcja jest stala.

Co mozna powiedzie¢ o funkcji catkowitej f, jezeli wiadomo, ze dla dowolnych z € C spelnione sg jednocze$nie
réownosci:

(i) fz+1)=f(2),
(i) f(z+14) = f(2)?

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Czy moze istnie¢ funkcja catkowita f taka, ze f(z) = ;35 dla |z| > 37

Wryliczy¢ catke

/ f(z)dz
e Goa)—b)
gdzie f € H(C), C jest dodatnio zorientowanym okregiem o $rodku w zerze i promieniu R > 0, a,b € C oraz

la] < R, |b] < R. Wyciagna¢ wniosek, ze gdy f jest funkcja ograniczona na calej plaszczyZnie, to f jest stala
(prawdziwe jest zatem tzw. twierdzenie Liouville’a).

Wykazaé, ze jezeli cze$¢ urojona funkcji catkowitej f jest ograniczona z dotu, to funkcja ta jest stala.
Co mozna powiedziec¢ o funkcji catkowitej f, jezeli wiadomo, ze lim|;| . [ f(2)| = 17
Wykazaé, ze jezeli f jest funkcja catkowity oraz

(f(2)°

lim =0,
Z2—00 z

to funkcja f jest stala.

Co mozna powiedzieé¢ o funkcji catkowitej f, jezeli wiadomo, ze 1 < |f(z)| dla z € C?
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7.1.

7.2.

7.4.

7.5.

i

7

)

7

[\)

o

7

w

4

)
-3

O
. o ; .
o : I i

D.7.6.

8.1.

Funkcje analityczne 1

Twierdzenie o jednoznacznosci. Zasada maksimum

Co mozna powiedzieé¢ o funkcji holomorficznej na kole |z| < 1, dla ktérej
f () =14, gdzie n=23,4,....
n
Czy istnieje funkcja analityczna na kole |z| < 2, ktéra w punktach 1, 1/2, 1/3,... przyjmuje odpowiednio
wartosci 1,0,1/3,0,1/5,...7

Czy istnieje funkcja analityczna na kole |z| < 2, dla ktérej
(i) f(1/n)=f(=1/n)=1/n?
(i) f(1/n)=f(=1/n)=1/n?

Co mozna powiedzieé¢ o funkcji analitycznej na |z| < 3, jezeli f(i +i/n) =3 dlan=1,2,3,...7

Znalez¢ rézna od stalej funkcje f € H(U), gdzie U =: {z € C: |z| < 1} taka, ze jej ciag zer ma punkt skupienia
wU.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Co mozna powiedzie¢ o funkcji f holomorficznej na |z| < 1, jezeli wiadomo, ze 1 < |f(z)| oraz f(0) = 1. Opierajac
sie na powyzszym zadaniu sformutowaé tzw. zasade minimum. Przedyskutowac zalozenia, jakie powinny pojawié¢
sie o funkcji f.

Wyznaczy¢ maksimum funkeji f(z) = 224+ 3+ ¢ w zbiorze {2z € C: |z| < 2}.
Wyznaczyé maksimum oraz minimum funkeji f(z) = —2iz? + 5 w zbiorze {z € C : |2| < 1}.
Co mozna powiedzie¢ o funkcji analitycznej f na |z| < 1, jezeli | f(z)| < 3 dla kazdego |z| < 1 oraz f(i/2) = —3i?

Niech f bedzie funkcja holomorficzna w dysku jednostkowym. Pokazaé, ze jesli Ref przyjmuje ekstremum lokalne
w pewnym punkcie wewnetrznym dysku jednostkowego, to f jest stala.

Przypuéémy, ze f € H(U), f jest ciagta na U, |f(z)| > 1 gdy |2| = 1 oraz f(0) = 1. Czy istnieje taki punkt

z0 €U, ze f(z9) =07

Szeregi Laurenta oraz osobliwosci funkcji holomorficznych

Znalez¢ szereg Laurenta z funkcji

3 . 1
T 2244 3249

f(2)

w pierécieniach
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8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

8.6.

8.7.

Funkcje analityczne 1

(i) S={z:2<|2| <3},
(i) G={z:|z| > 3},
(iii) D={z:]z] <2}

Rozwinaé¢ funkcje

3 1

1C) = Gorape T Erop

w szereg potegowy w pierScieniach z poprzedniego zadania.
Znalez¢ szereg Laurenta funkcji exp(1/z) dla |z| > 0.

Wyznaczyé obszar, w ktérym zbiezny jest dany szereg Laurenta oraz znalezé sume tego szeregu (funkcje do
jakiej zbiezny jest niemal jednostajnie).

—1 o)
g 2" — g g n—ln
n=0

n—=—oo

Rozwinaé funkcje

w szereg Laurenta o srodku w zg = 0.

Okresdli¢ krotnosé zera zg funkeji f
(i) f(2) = zexp(2), 20 =0,

(i) f(z) =2%sinz, 29 =0,

(i) f(z) = =2 4 =

NIE

Okresli¢ punkty osobliwosci oraz okresli¢ ich rodzaj dla funkeji f:
(i) £

(i) f(z
(iii) f(
) S

(iv

(vi) f(2) = 25%ms-

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Udowodnié, ze jezeli f¥) = 0 w obszarze D, dla pewnego k, oraz f jest holomorficzna na D, to f jest wielomianem

stopnia co najwyzej n.
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D.8.2.| Znalez¢ szereg Laurenta dla funkcji

6z +8
(22 +3)(4z +5)

flz) =
w pierécieniach
(a) {z:5/4 <[z <3/2},
(b) {z:[z]>3/2},

(¢) {z:]z| <5/4}.

D.8.3.| W pierscieniu 2 < |z — 2| < 4 rozwinaé¢ w szereg Laurenta funkcje

6
1z) = 2(z —2)5(z — 6)°

D.8.4.| Okresli¢ krotnoéé zera zy funkcji f

D.8.5.| Okresli¢ rodzaj osobliwosci funkcji f w punktach osobliwych
: sin® z
(i) f(z) =55,
(ii) f(2) = &=,

(iii) f(z) = 23sin Z.

Residua, twierdzenie o residuach

9.1. Znalez¢ bieguny, okresli¢ ich rzedy i obliczy¢ residuum danej funkcji

622
fo=-5,
(ii)
eiz
1z) = 224+ 6iz—9°

9.2. Udowodnié, ze jezeli 2z jest biegunem pierwszego rzedu funkcji f, to

res(f,2z0) = lim (z — 20) f(2).

z—20
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Funkcje analityczne 1

9.3. Obliczy¢ calki

(i)
2z
/ erZ,
lz]=2 %

(i)

eZ
dz
/|Z|2 Z2 -1 ’

(iii)
/ 22 exp(%)dz.
|z—1|=2

9.4. Udowodnié, ze jezeli funkcje h = f/g ma w zo biegun pierwszego rzedu oraz ¢'(zg) # 0, to

f(z0)
g'(20)

res(h, zg) =

9.5. Obliczy¢

z+4

&

—dz.
/|Z|_1 sin z

9.6. Znalez¢ rozwiniecie w szereg Laurenta funkcji f(2) = exp(z + 271) w obszarze D = {z : 0 < |z| < oo} oraz
obliczy¢ residuum res(f,0). Nastepnie obliczyé¢ catke

/ exp(z + 27 1)dz.
|z]=1

Zadania do samodzielnego rozwigzania

D.9.1.| Znalezé¢ wartos¢ residuum funkeji f w punkcie 0, jezeli
() F(z)= (24 1)/2,
(i) f(z) = (22 +32-5)/23,
(iii) f(z) =e*/sinz.

D.9.2.| ZnajdZ wartosé residuum funkcji f w punkcie 1, jesli
(i) f(z)= (" =1)(z+2)/(z" = 1)?,
(i) f(2) = zEr-
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D.9.3.

D.94.

D.9.5.

10.1.

10.2.

10.3.

Funkcje analityczne 1

Obliczy¢ residua funkcji f w punktach osobliwych
: z2—22
(i) f(z)= %7

(i) f(2) =2
Udowodni¢, ze jezeli f jest holomorficzna w punkcie zg, to funkcja g okreslona wzorem

f(zz):£520)7 gdy z 7& 20,
9(z) =

f'(20), gdy z= 20,

ma w punkcie zg osobliwo$é pozorna (jest w punkcie zp holomorficzna).

Obliczy¢ calki

(i)
/ dz
, sinz’

gdzie y(t) = 5cost + 3isint, 0 < t < 2m (Uwaga indeks krzywe]j v wzgledem kazdego z trzech[!] punktéw
osobliwych jest réwny 1 — poréwnaj wyktad).

(ii) le\:fi ctg z dz.
sea 22
(iif) f|z—3|=15 5 dz,

(iv) f|z\:1 sin Ldz.

Scharakteryzowaé rodzaj osobliwosci funkeji f(z) = zcos(1/(z — 1)) w punkcie zo = 1 oraz oblicz res(f, 1) oraz

1
/ Z Cco8 dz,
C z—1

gdzie C jest dodatnio zorientowanym okregiem o srodku w punkcie 0 i promieniu 2.

Zastosowanie twierdzenia o residuach

Korzystajac z twierdzenia o residuach pokazaé, ze

i

/°° 1 wﬂ_

Obliczy¢

/ sin" 046,
0

gdzie n € N.
Policzy¢ transformate Hilberta dla funkeji f(z) = cosx oraz g(z) = sin .
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10.4. Obliczy¢

Zadania do samodzielnego rozwigzania

D.10.1.| Znalezé wartosé calki

(iii)

(vii)

(viii)

/°° e®dx
o B2 F 2

/°° z3dz
e 8417

/7r de
o 1+sin?6
/7r de
o 3+2cosf
o (a+bcosh)?’
27
/ (cos 9)nd9.
0

> zsinax
/0 mdx, a, k > O
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