Analiza matematyczna 2 // 1
CzgSc¢ 1

Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f danej wzorem
(i) f(x) =sinx — cosx;
(i) f(x) =5Vx2—1;

(iii) f(x) = x2 —x|.

Na dwa sposoby obliczy¢
J(x —2)%dx.

Za pierwszym razem wykona¢ mnozenie i skorzystaé¢ z
wtasnosci catki —za drugim razem dokonaé¢ odpowiednie-
go podstawienia.

Stosujac odpowiednie podstawienie obliczyé cal-
ke [ (x)

(i) f(x) = cos 3;

dx, jesli

(il) f(x) = 75—
(iii) f(x) = 57oxs
(iv) f(x) =xvx—1L.
Obliczy¢ [ f(x) dx, jesli
(1) f(x) = W,
(i) f(x) = \/ﬁ.

Stosujac metode catkowania przez czesci obli-
czy¢

(i) [xsinxdx;
(i) [x%e*dx;
(iii) [Inxdx;

(iv) [e*sinxdx.

Obliczy¢ catke
() J seer—s I,
(i) | X%H dx,

GO p—

(iv) [ =2,

(V) J‘ﬁ/%y
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(vi) [ {353 55
(Vll) f%:
() [ 5

(ix) [vx®—2x+5dx,

x) | (1:\1/2)2 dx.

Zadania dodatkowe

Stosujac odpowiednie podstawienie obliczy¢ cal-
ke [ f(x)

(1) f(X) — coslnx;

X

dx, jesli

(i) f(x) = <5,

14+e6x?

(ii) () = Zoerss

(iv) f(X) = =53
(v) f(x) = £

Stosujac metode catkowania przez czesSct obli-
czy¢

(i) [x®Inxdx;

(ii) [arctgxdx,
(iii) [x?sinxdx;
(iv) [xIn®xdx;

(V) [ 5y dx;

(vi) [xe *dx;
(vii) [xe ?*dx;

(viii) [sinxIncosxdx;

(ix) [sinlnxdx.

D.1.1.| Obliczy¢ catke

(1) J gt O

( ) f XQTg;lllo dXX,
(i) [ 555
(iv) 2x223:§§+1 dx
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V) f 4+5>c2

(vi) [(2x+1)3dx,
(vil) [v2x+1dx,
(vill) [ o2,

(lX) I%/%:

() [ g,

(<) J /25 8,
(i) /3522,
(xiii) [ 22— dx,
dx,

(iv) | Jrmaer

(xv) [ \/% dx,
(xvi) [V2x+ x2dx.

CzESC 2

Obliczy¢ catki
(i) [sin®xdx,
(ii) [sin2x cos4xdx,
(i) [sin*xdx,
(V) [ ooty %
(v) [cos®x sin* xdx,
(vi) [ cos*x sin®xdx,
(vil) [ = dx,

Vlll) j2+cosx

Zadania dodatkowe

Obliczy¢ catke

(i) [cosbxcos7xdx,
(ii) [cos®xdx,
(iii) [sinx tgxdx,

(IV)I _sin2x dX

14sin? x

(V) sin x’

(vi) [sinx cos3xdx,
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(vii) [ £%% dx,

(viii) [ —S22_ dx,

1—sin® x

: d
(IX) J. sin® xXcos x’
®) [ %

1+sinx”

(xi) [ cosx cosbxdx.

CzgsS¢ 3

Motoréwka porusza sie od przystani ruchem pro-
stoliniowym z przyspieszeniem danym wzorem a(t) =

12t — 4 m/s2 zaleznym od czasu t. W czasie t = 0, 16dZ
mialta predkosé 8 m/s i bylta 15 metréw od przystani. Zna-
lez¢ funkcje drogi przebytej przez 16dz w zaleznosci od
czasu.
L . b .

1.11.| Obliczy¢ catke Riemanna [ f(x) dx, gdzie

(i) fx) =x*—x+1,a=-1,b=1,

(ii) f(x) =xsinx, a =0, b =m/2,

(iii) f(x) =sin®xcosx, a =0, b = 7/2.

Znalezé obszar ograniczony wykresami funkcji f
i g (oraz h), gdzie:

(i) f(x) =%, g(x) = VX,
(i) f(x) =—x2+6, g(x) =—2x+ 3,

(iii) f(x) =x+6, g(x) =x3 oraz h(x) = —

N R

Wyprowadzi¢ wzdr na objetos¢ stozka.

Znalezé objetos¢ figury powstajacej z obrotu
fragmentu paraboli y = x2 + 1 miedzy punktami x = —1,
x = 1 wzgledem osi OX. Wykona¢ rysunek.

Wryliczy¢ objetos¢ figury powstatej z obrotu wy-
kresu funkcji y = x3 (miedzy prostymiy = 1 oraz y = 8)
wzgledem prostej OY.

Znalezé dtugoéé wykresu paraboli x — x2 leza-
cego miedzy punktami (—1,1) oraz (3,9).

Zadania dodatkowe

D.1.3.| Obliczy¢ catke Riemanna fz f(x) dx, gdzie
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(i) f(x) =sin®xdx, a =0, b = /4,

(i) f(x) = 253, a=0,b =2,

(iii) f(x) =vx?—2x+1,a=-2,b=1.

Znalez¢ obszar ograniczony wykresami funkcji
fig (oraz h), gdzie:

(1) f(X) = X%’ g(x) = 7X21 X = 11 X = 27
(i) f(x) = V&, g00) = —x, x =1, x =4,
(iii) f(x) = —x+3, g(x) = —x%+3,

(iv) f(x) =xvx2 -9, g(x) =0, x =5.

Znalez¢ objetos¢ figury powstajacej z obrotu

wykresu funkcji y = %, miedzy punktami x =1, x =3

wzgledem osi OX. Wykona¢ rysunek.

Znalez¢ objetos¢ figury powstajacej z obrotu
wykresu funkcji y = /x, miedzy punktami x =0, x = 4
wzgledem osi OX. Wykona¢ rysunek.

Wryliczy¢ objetosé figury powstatej z obrotu ob-
szaru ograniczonego wykresami funkcjiy = x? oraz y = 2

wzgledem prostej OY.

Wyliczy¢ objetosé figury powstatej z obrotu ob-
szaru ograniczonego wykresami krzywych y = cos %x

oraz Yy = 2, x = 0, x = 47 wzgledem prostej y = 2.

Wyliczy¢ objetos¢ figury powstatej z obrotu ob-
szaru ograniczonego wykresami krzywych x? = y—2 oraz

2y—x—2=0, x =0, x =1 wzgledem prostej OX.

D.1.10.| Niech (y + 1)2 = (x — 4)3. Znalez¢ dlugosé
wykresu funkcji miedzy punktami A(5,0) oraz B(8, 7).

D.1.11.| Niech f(x) = — & — % Znalezé dtugosé wy-

2,87) oraz B(3, 1),

kresu funkcji miedzy punktami A(2,7; ) T3

CzES¢ 4

Obliczy¢ z definicji catke Riemanna
(1) Jq dx,

(i) [ xdx.
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1.18.| Uzasadni¢, ze funkcja

1, xeQnlo,1],
f(x) =
0, x€[0,1]1\Q

nie jest catkowalna na przedziale [0, 1].
1.19.| Pokaza¢, ze funkcja f: [1,2] — R dana wzorem

flx) = x €1[0,1]1\ Q,

0,
o x=%5 (pg)=1
jest catkowalna w sensie Riemanna oraz
2
L f(x)dx = 0.

Korzystajac z twierdzenia o podstawianiu dla
catki Riemanna obliczy¢

57 :
sint
J st g
o 2-+cost

Korzystajac z twierdzenia o calkowaniu przez
czesci dla catki Riemanna obliczyé

7T
J x sin x dx.
0

Niech f: [0,2] — R bedzie dana wzorem

i sprawdzi¢, ze F jest ciagta na [0, 2].

Niech f: [0, 2] — R bedzie dana wzorem

i sprawdzi¢, ze F jest roézniczkowalna na [0, 2].
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CzESC 5

1.24.| Zbada¢ zbieznos¢ i bezwzgledna zbieznos¢ catki
V3 dx
(1) T
o VX
X
" q
@ | Fgan
o0
1
(iii) T dx,
1
1
@iv) [ =dx,
0 X
r7 1

00 i3
sin® x
1 dx,
o |
(vid) t1+sinx
Jo W 7
r4 1
P
(viii) ey X,
rl
(ix) In(x + 1) dx,
Jo1
(x) sin x dx.

Zbadac zbieznos¢ calki niewtasciwej w zalezno-
§ci od parametru p

(1)

Zbadac zbieznosc¢ 1 bezwzgledng zbieznos¢ calki
niewlasciwej

o -
J smx ddx.
1 X

Niech f(x) = 2xsin £+ —cos  oraz F(x) = x?sin +.
Obliczy¢

J:/ﬂ f(x) dx.
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Zadania dodatkowe

D.1.12.| Zbadac¢ zbieznosc¢ i bezwzgledna zbieznos¢ cal-

ki

(1)

~0O 1
——dx

J2 (X_1)2 '

00 1

J2 x—1

dx,

(oo 1
nx
—dx,

J1 X

o0

cos? x dx,

J—00

/2
(x) sin 2x dx,

(xi)
(xii)
(xii)

(xiv)

) |
(xvi)
(xvii)
(xviii)
(xix)

(xx)
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-2 3 A
(i) X dx, 1.33.| Obliczy¢
2 V44—
/a1 J xd sin x.
(xxii) 5 , 0
o Co0s?2x
r3 1
(xxiii) dx.
0 V3—x 1.34.| Obliczy¢
3
D.1.13.| Znalez¢ pole obszaru lezacego pod wykresem J x?dg(x),
funkcjiy =e* dlax < 1. -t
gdzie
D.1.14.| Obliczy¢ pole obszaru lezacego pod wykresem
funkcji f(x) = %/ij dla0<x<09. 0, x=-1,
glx) =41, —-1<x<2
~1, 2<x<3
CzESS 6

Obliczy¢ catke Riemanna—Stieltjesa

1
J xdx2
0

Obliczy¢ catke Riemanna—Stieltjesa

2
J sinx dg(x),
0
gdzie
0, 0<x«1
g(x) =
1, 1<x<2

Korzystajac z twierdzenia o catkowaniu catki

Riemanna-Stieltjesa przez czesci, obliczyé

/2
J xdsin x.
0

Obliczy¢
2
J x?dsin x.
1

Obliczy¢

J xde™ ™
0

Zadania dodatkowe

1.35.| Obliczy¢ catke Riemanna—Stieltjesa

2
deg,
0
gdzie
1, 0<x<1
gx) =4,
by 1<X<2

natomiast f jest ciggta w punkcie 1.

Zakladajac, ze [© fdf istnieje, oblicay¢ tg war-

tosc.
Obliczy¢
(i) fé x3d arctg x,
(i) [o sin®xde?,
(iil) [ox2dx?
(iv) [oxdx3,
(v) [q sinxdcosx,

(vi) [7 cosxdsinx.

Obliczy¢
(@) Jo xd(5z),
(i) [*_ e ™ dcosx,

e
[

(i) [* sinxdx?.
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CzgSC 7

Obliczy¢ granice ciggu liczb zespolonych
(a) limp 0 (4n +n2i)/(5n% — 21),

(b) limy s00(4 +2n2 4+ 5in)/(1 —4n +n? —in?).

Zbadaj zbieznosé szeregbw

() X i

(i) T (559"
Wyznaczy¢ czesé rzeczywistg i cze§¢ urojong po-
nizszych funkcji. Czy fjest ciggla?

(i) f(z) =22,

(ii) f(z) = Re(z)/z.

Uzasadnié, ze f(t) = cost —it? jest ciaggta na R.

Pokazaé, ze funkcja z — Zz jest ciggla na C.

Zbadaé, czy istnieje funkcja ciggla I': C — C
taka, ze I'lc\jo) = f, gdzie

(i) f(z) = z/lz,
(i) (zRe(z))/I2].

Narysowaé zbiér wartosci funkcji
1 t—(1-1t+4i(1-1t), te[0,1]

(ii) t— cost+isint, t € [0, 27].

Obliczy¢ catki

(@)

rl (t* +it) dt,
(i)

J:n et dt.
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Zadania dodatkowe

D.1.17.| Stwierdzi¢ kiedy kwadrat liczby zespolonej

jest liczba

(i) rzeczywista,
(ii) ujemna,

(iii) tylko urojona?

D.1.18.| Doprowadzi¢ do postaci a+ ib liczby zespolo-

ne
(i) (1—13i)/(1—3i),

(i) v=5—12i,

(i) 2
Narysowaé zbiér tych punktéw plaszczyzny
zespolonej, ktore spelniajg warunek:
(1) {z eC:1<Re(z)< 2},
(i) {zeC:lz—1—i| =2},
(iii) {z€ C:lz—1—2i|=Re(z) + 1},

(iv) {zeC:z=z}.

Za pomoca liczb ze-
spolonych opisaé ponizsze zbiory
Im
- (3,2)

Re
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D.1.21.| Obliczy¢ Uzasadnié, ze P(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P(z) =

—V/3+1)%
Uzasadni¢, ze kazdy wielomian rzeczywisty stop-

nia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek rze-

) czywisty.
D.1.22.| Znalez¢ sume katéow «, 3,7y, gdzie katy te sa

argumentami liczb zespolonych odpowiednio 1 + 1,2 +
1,341

D.1.23.| Doprowadzi¢ do postaci a+ ib liczby zespolo-
ne 1/(4 + 3i), V=6, Vi.

CzESC 8

Znalez¢ funkcje, do ktorej zbiezny jest ciag {f}.
D.1.24.| Narysowaé zbiory punktéow {z cC:1 < Sprawdzié, czy f, jest zbiezny jednostajnie do f.
Im(z) <2},{z€C:lz—a/=[z—bl, a #b, a,b € R}, () fn(x) = 82X x € R;

{z € C:Im(z) =Re(z)}, {z € C: Re(iz) < 1}.
fan(x) = (1+e ™)x, x € [0,1];

)

)
D.1.25.| Poda¢ w postaci a + bi liczby (iii) fu(x) = X, x € R
n - n? b)

)

)3 1123 .
a+9* - (@9 (iv) fnlx) = DSBX x € R.
(1-iv3)1’  (V3+1)10

1.47.| Zbadac¢ rodzaj zbieznosci ciggu funkcji

D.1.26.| Zbadaj zbieznos¢ ciggéw (jesli to mozliwe po- (i) fnl(x) = Xﬁ';l, x> 0;
licz granice) lub szeregdéw

(ii) fn(x *ZQ o X5, x € [0, 1];
3n+1i . 4431 ad 1+31
gt m (5R) X S - e ek

n=1

Pokazaé, ze ciag funkcyjny f,: [—c,c] — R dany
D.1.27.| Rozwiazaé réwnanie wzorem f,(x) = x™ jest zbiezny jednostajnie, jednaknie
jest zbiezny cigg pochodnych {f,}.
(i) 22+z+1=0;

. 2 . _
(ii) 22 +z—-1-3=0. Zadania dodatkowe

) . ) D.1.32.| Znalezé granice ciggu funkcyjnego
D.1.28.| Wyznaczy¢ czes rzeczywisty 1 czes§¢ urojong

funkcji f(z) = zlzl. (i) fax)=(14+e ™)x,0<x< 1,
. L i) fn(x)=mnxe ™ x € [0,1];
D.1.29.| Czy nastepujace granice istniejag (i) fn ) =nxe xe 0]

(1) lim,,; 175,

(1) lim, 1 25.

Obliczy¢

(i) lim, e ;32:;13{51; Zbada¢ rodzaj zbieznosci ciggu funkcji
(i) lim, o &=L, @) fuld) = 551, x>0
(i) fnl(x) =x™, x €[0,1];
Niech (iil) fn(x) =cos(%), x € R;
P(z) = anz"+...+a1z+a9, z€C, an,...,a0 €R. (iv) fu(x) =sin(%), x € R;

-7 -
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(v) fa(x) =nxe ™, x e R.

CzEgsc¢ 9

Poda¢ obszar zbieznosci szeregdw:

(1)
y
14 3nxn’
n=1
(i)
>
= 14+ xm
(i)

1.50.| Zbada¢ rodzaj zbieznosci szeregu

)
i 1
2 27
—n + x
(i)
>
= eTlX
(iii)
o0
In(1
nxn
n=1
(iv)

0, 0<Xx< g3
f(x) =40, 515 <x<1,

1 _ 1

n X T on

WMil // Pawet Mleczko (2013)

ponadto f,(x) jest funkcjg liniowg na przedziatach
(5T 3m ) |35 3=, jest jednostajnie zbiezny na
[0,1]. Czy mozna stosowaé kryterium Weierstrassa?

Pokazaé, ze szereg ) ., 1:% jest zbiezny jed-
nostajnie na 0 < |x| < C (dla kazdego 0 < C < 1).

1.563.| Pokazac, ze

S |
f(X) = Z T12 + X2
n=1

jest funkcjg rézniczkowalng na R.

1.54.| Pokaza¢, ze szereg

o0 Xn
Z(—l)”flq, x €[0,1]
n=1

jest zbiezny jednostajnie.

Obliczy¢

JOO f(x) dx.

0

Zadania dodatkowe

D.1.34.| Poda¢ obszar zbieznosci szeregu
(@)

(ii)

D.1.35.| Niech f,: (0,00) — R bedzie dana wzorem

nsinnx, x< 7,
fn(X) =
0, x>
Obliczy¢
lim J' fa(x)dx oraz J lim f,(x)dx.
n—oo 0 0 n—oo
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D.1.36.| Zbada¢ rodzaj zbieznosci ciaggu

0, x € [0,1],
(1) falx) =qnx—m, xe(l,1+3%);
1, x e [1+4+,2],

Lginl
Fsing, x#0,

(11) fn(X) = )
0, x =0,

D.1.37.| Zbada¢ rodzaj zbieznosci szeregu
i) 210;1 m;

(i) X e n?

(i) > e ™

(IV) Zn 1 Coi?x’

(v) X enxe

=Y % | ——. Pokaza¢, ze szereg

D.1.38.| Niech f(x) n=1 Hn %"

ten jest zbiezny jednostajnie dla x > ¢ > 0.

CzgS¢ 10

Poda¢ promien zbieznosci oraz sume szeregu

(oo}
E nx™"
n=1

Jakie jest przedzial zbieznosci nastepujacych
szeregdw potegowych?

(i) 2702
(i) X%, 57—
(i) Yoo mwx

(iv) X3 o(1+ (=
(v) %

"(x+5)"™;

1)“)“(x—5)“;
_onl(x—6)™
Rozwazyé zbiezno$¢ szeregdbw potegowych w
punktach +1:
(i) Zaox™
(i) Zle %;
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aes 00 n
(i) > o A

. 00 n . . -
Niech szereg ) ) ,anx™ bedzie mial promien
zbieznosci 1. Jaki promien zbiezno$ci ma szereg

o0
E ndxm,

n=0

gdzie d € N7

Zadania dodatkowe

D.1.39.| Poda¢ promien zbieznosci oraz sumy nastepu-

jacych szeregéw
©)) Zf:l %;
(i) 2 n-

(m+1)x™

D.1.40.| Jakie jest przedzial zbieznosci nastepujacych
szeregbw potegowych?

(1) Zo X5

(i) Yooy M
() %o 72X
(iv) Yoo i (x—5)™
(v) Yoo smn(x—6)™;
(v) X,

(vil) > 5, sin™

x—mm.

anx™ bedzie miat promien

D.1.41.| Niech szereg ) o,

zbieznosci 1. Jaki promien zbieznosci ma szereg

> x™
Z —, gdzie d e N?
o Tl

Czgsc 11

Rozwing¢ funkcje f(x)

§rodku w xg = 2.

= Inx w szereg Taylora o

1.61.| Rozwinaé w szereg Maclaurina funkcje

flx)=(14+x)9, qeN.
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Rozwingé¢ w szereg Maclaurina funkcje

f(x) = sinx.

Rozwingé¢ w szereg Maclaurina funkcje

f(x) = eX.

Rozwing¢ w szereg Taylora o rodku w xg = 3
funkcje

1
x+5

f(x) =

Rozwing¢ w szereg Taylora o rodku w xg = 3
funkcje

Rozwing¢ funkcje
f(x) = log(1 —x)

w szereg Taylora w xg = 0.

Niech

Pokaza¢, ze funkcja jest nieskoriczenie wiele razy réznicz-
kowalna, jednak jej szereg Taylora (z xo = 0) nie jest
zbiezny do f.

Przedyskutowa¢ — w kontekscie twierdzenia
Abela - zbieznos¢ szeregéw potegowych

1)y n
>, Y
n=0 n=0

w punkcie x = 1.

Zadania dodatkowe

D.1.42.| Rozwinaé¢ nastepujace funkcje w szereg Tay-

lora o §rodku w xg.

(i) f(x) = m, Xo =0,

WMil // Pawet Mleczko (2013)

(11) f(X) = %7 X0 = 2,

f(x) =In(x + 1), xo =0,

)
)

(v) f(x) =cosx, xo =7/2,
) f(x) =e*2, xo = 1.

CzgSc 12

Rozwin w szereg Fouriera funkcj f(x) = x. Prze-
dyskutowa zbie no szeregu do funkcji. Korzystaj c ze zna-
lezionego rozwini cia obliczy

- (Ut
Z on—1"

=1

3

Rozwin w szereg Fouriera w postaci zespolonej
funkcj f(x) = x2. Korzystaj c z tego rozwini cia obliczy

00 1 ] (71).“
2 n2’ 2 (en=1)n"

n=1 n=1

1.71.| Rozwin w szereg Fouriera funkcj f: [0,71] — R,

X, 0<x<ZI,
f(x) = 2

mT—X, 5 <X<T

w przedziale [—7, 1] wzgl dem sinuséw.

Uzasadni , e je li funkcja f: [—7, 1] — R spe nia
warunek f(x + 7t) = —f(x), to wyrazy szeregu Fouriera o

wyrazach parzystych znikaj .

Rozwin w szereg Fouriera w przedsziale (—5,5)
funkcj f(x) = |x — 5| + 5.

Znale wsp6 czynniki Fouriera funkcji f(x) =
x(x — 7).

Jak wygl da rozwini cie w szereg Fouriera funkcji

f(x) = sinx?

Zadania dodatkowe

D.1.43.| Rozwin funkcj f(x) = x2 — 2x + 1 w szereg

Fouriera

—-10 -
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(i) na przedziale (—m, m);
(ii) wzgl dem sinuséw;,
(iii) wzgl dem kosinuséw;

(iv) na przedziale (—2,2).

D.1.44.| Rozwin w szereg Fouriera funkcj f(x) = |x| w

przedziale [—2, 2].

D.1.45.| Rozwin w szereg Fouriera funkcj f(x) = x2.

Przedyskutowa zbie no szeregu do funkcji. Korzystaj c

ze znalezionego rozwini cia obliczy

- (-t
D —

n=1

D.1.46.| Rozwin w szereg Fouriera w przedziale [—, 7]

funkcj

0, —m<x<0O,
f(x) = ¢ x,

S —
5, X==T

0<x<m,

Poda posta rzeczywist i zespolon jej szeregu Fouriera.

Udowodni , e
i 2
Z (2n1+1)2 = %'

n=0

D.1.48.| Funkcja f ca kowalna i okresowa o okresie 27

spe nia warunek f(x+7) = f(x). Pokaza , e jej nieparzyste
wsp6 czynniki Fouriera s réwne zeru.

D.1.49.| Funkcja f, 2m okresowa spe nia warunki:

f(—x) = —f(x) oraz f(x + ) = f(x). Co mo na powie-
dzie o jej wsp6 czynnikach Fouriera?

Wyznaczy wsp6 czynniki Fouriera (w postaci ze-
spolonej i rzeczywistej) funkcji f(x) = 2x — 7t w rozwini
ciu wzgl dem sinuséw i kosinuséw.

D.1.50.| Rozwin w szereg Fouriera funkcje:

(i) f(x) =sgnx, x € [—m, 7l;

(ii) f(x) =Ix|, x € [-m, 7.

WMil // Pawet Mleczko (2013)
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Uzasadni¢, ze funkcja d: R x R — [0, 00) dana
wzorem

L, x#vy,
0, x=y

d(x,y) =

jest metryka na R. Narysowaé kule o promieniu % i2.

Czy funkcja d: R x R — [0, co) dana wzorem
d(x,y) =[x — 2y
jest metryka na R?

Niech d: N x N — [0, 0o) bedzie dana wzorem

d(n,m) = In—ml.

nm

Czy d jest metryka na N? Narysowa¢ kule o §rodku w
punkcie 2 i promieniu 3.

Uzasadni¢, ze funkcja d: R? x R? — [0, 00) dana
wzorem

d((x1,91), (x2,Y2)) = |x2 — x1| + [y2 — u1|

jest metryka na R?. Narysowaé kule o srodku w 0 i pro-
mieniu 1.

Uzasadnié, ze funkcja d: R? x R? — [0, c0) dana
wzorem

d((x1,91), (x2,Y2)) = max{|[xz — x1|, |y2 —y1|}

jest metryka na R2. Narysowaé kule o $rodku w 0 i pro-
mieniu 1.

Uzasadni¢, ze w kazdej przestrzeni metrycznej
kula otwarta jest zbiorem otwartym.

Niech (X, d) bedzie przestrzenia z metryka dys-
kretng. Czy

{xeX:d(x,0) <1} ={x € X:d(x,0) <1}?

- 11 -
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Niech (X, dx), (Y, dy) beda przestrzeniami me-
trycznymi, A C X. Uzasadni¢, ze jesli f,g: X — Y sg
ciagte oraz f(x) = g(x) dla kazdego x € A, to

f(x) = g(x) dla kazdego x € A.

Uzasadni¢, ze jeéli funkcje ciagte f, g: R? — R?
spelniajg warunek

f(x,y) = g(x,y) dla kazdego x,y € Q,

tof=g.

Czy R z metryka euklidesowa jest przestrzenig
zupelng? Czy taka sama odpowied? jest dla Q7

Uzasadni¢, ze norma || - ||: X — [0, 0o) jest funk-
cja jednostajnie ciggla.

Rozwazmy zbiér C[0, 1] funkcji ciagtych na od-
cinku [0,1]. W CI[0,1] definiujemy funkcje | - |1, ] -
lloo: ClO, 1] — [0, c0) wzorami

1
Il =j ()] dx,
0

[fllo = sup [f(x]].
0<x<1

Pokazagé, ze obie sg normami na C[0, 1]. Uzasadni¢ ponad-
to, ze (C[0,1],||||co) jest przestrzenia zupelna, natomiast
(Cl0,1], ] - l1) nig nie jest.

Niech du, d; beda metrykami indukowanymi
odpowiednio przez normy | - ||« oraz || - ||; na C[0,1].

Obliczy¢ d; (f, g), deo(f, g) dla
(i) f(x) = x, g(x) = cosx,

(i) f(x) =4x3, g(x) = 6x2 — 3x.

Niech f: I — R, gdzie I C R jest przedziatem,
bedzie klasy C!. Uzasadni¢, ze f spelnia warunek Lip-

schitza ze stala c wtedy i tylko wtedy, gdy

> rl<e,

x€el

Uzasadnij, ze jesli funkcja f: [0,1] — [0, 1] jest
ciagla, to f ma punkt staly, tzn. istnieje takie x¢ € [0, 1],
ze f(xo) = xo.

WMil // Pawet Mleczko (2013)

1.92.| Uzasadni¢, ze funkcja f: R?> — R? dana wzorem
f(x,y) = (3x+ 1,3y —2)

ma dokladnie jeden punkt staly. Znalezé ten punkt.

Rozwiazaé réwnanie x = cosx, x € [0,1] z do-
ktadnoscia do 0,1.

Uzasadni¢, ze ponizsze funkcje nie majg punktu
statego. Ktore zalozenie w twierdzeniu Banacha o kontr-

akcji nie jest spetnione?
(i) f: (0,1) = R, f(x) = 3,
(i) F: R =R, f(x) =x+1,

(i) f: {(x,y) € R?
(—U:Xy

cx24+y? =1} = R?, flx,y) =

- 12 —



