Analiza matematyczna 1[cz. 1]

CzgSc¢ 1

Niech f: R — R, f(x) = x3 — x% 4+ x — 1. Znalezé
przeciwobraz ([0, co)).

Niech f: R — R, f(x) = x® + x + 1. Znales¢ prze-
ciwobraz f~1((—1,0)).

Wyznaczy¢ przeciwobraz zbioru A = [0, 4] za po-
mocg funkcji f: [0, 3] — R, jesli

x+1, xe€]l0,1],
f(x) = [ ].
3x —6, xe€(1,3]

Niech f: R — R bedzie okreslona wzorem: f(x) =
3x — 5.

(i) Sprawdzi¢, czy f jest suriekcja (czyli odwzorowa-
niem ,na”).

(ii) Sprawdzié, czy f jest iniekcja (czyli odwzorowaniem
réznowartosciowym).

(iii) Jezeli na powyzsze pytania odpowiedz jest pozy-
tywna (tzn. f jest bijekcjg), to wyznaczyé funkcje
f~! odwrotna do f.

Niech f: [—m, 7] — [, % + m] bedzie okreslona
wzorem f(x) = x2 + 7. Czy f jest bijekcja?

Niech funkcja f: R — R bedzie dana wzorem:

2x+1
, X 721
f(X) — x+2 7é
2, x = —2.

(i) Czy f jest bijekcjg?

(ii) Jezeli na powyzsze pytanie odpowiedZ jest pozy-
tywna (tzn. f jest bijekcjg), to wyznaczyé funkcje
f~! odwrotna do f.

Czy istnieje funkcja odwrotna do funkcji sin? Co
nalezy zrobi¢, aby taka funkcja istniata? (podobne rozu-
mowanie przeprowadzi¢ dla funkcji cos, tg i ctg).

Niech f(x) = x2 — 4x + 8. Poda¢ zwiazek miedzy
wyrazeniami f~1((1,2)) oraz f~1(1) i f1(2).

Niech f, g beda dane wzorami:

(i) f(x) =x—2, g(x) =5x + VX,
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(i) f(x) =x?—1, g(x) = 3x +5.

Jesli to mozliwe znalezé g o f oraz fo g.

Poda¢ wzor funkeji fo g oraz go f (jesli to moz-
liwe) bedacych zlozeniem funkcji f i g, jesli

(i)

x+1, x<1, X
f(x) = o glx) =
x2+x, x>1 x?¢+1
(i)
0, x<0, 0, x<0,
f(X) = ) Q(X) = 5
x, x>0 —x*, x>0
(iii)
2x, x € [0,1/2],
f(x) = / )
L, x€(Y21]
1, x € [0,1/2],
g(x) =
—2x+2, x € (IY2,1].

Zadania dodatkowe

Znalezé

(i) f1((—2,3)), gdzie f(x) = x* —2x3 + 2x® — 6x.

_X21 |X| 2 1)

(i) f71((—1,1)), gdzie f(x) =
a2, x| < 1.

(i) f71([1,2)), gdzie f(x) = [x? —2x — 12|.

D.1.2.| Cazy f jest suriekcjg lub iniekcja, jesli
(i) f(x) =x3, x € R,
LS
2, x| < 1.
(iii) g(x) =sinx, x € [—7/2, /2],

(iv) f(x) = [x2 —2x —12|.

Uzasadnié, ze f: R — R jest bijekcja i znaleé
funkcje odwrotna, jesli

2x+3, x€R, x# -1, x#0,
f(x) = { 3, x=—1,
1, x =0.
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Sprawdzi¢, czy funkcja f(x) = &40 a% 4+ be #

0, jest odwrotna wzgledem siebie.

Poda¢ wzér funkcji fof, gog, fog oraz gof (jesli
to mozliwe) bedacych zlozeniem funkcji f: R\ {0} — R™
ig:R— (0,00), jesli

Znalez¢ wzoér na f o g oraz g o f, jesli

(i) f(x) =2x>—x+5, g(x) =x% +x+ 2;
(i) f(x) =v2x+1, g(x) =x?+3;

(iif) f(x) = 25, gx) =x+1;

CzESC 2

11.| Pokaza¢, ze v/3 jest liczba niewymierna.
Uzasadni¢, ze /6 jest liczba niewymierna.
Pokaza¢, ze v/2 4 /3 jest liczba niewymierna.

1.14.| Poda¢ przyklad dwoéch liczb niewymiernych,

= = =
= =

ktérych suma jest liczbg wymierna.
m Uzasadni¢, ze log, 3 jest liczba niewymierna.

Pokazaé, ze liczba
i/ 5V2+17— \/ 5V2—7

jest wymierna.

Uzasadni¢, ze cos 7/8 jest liczbg niewymierng.

Zadania dodatkowe

Rozstrzygnaé, czy ponizsze liczby sa wymierne
lub niewymierne.

1. logig2;
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CV11—6v2 + V11 +6V/2;
. V345
4. /2

sin /s

[\o}

w

o

6. cos37/s.

Poda¢ przyktad dwoch liczb niewymiernych,
ktérych iloczyn jest liczbg wymierna.

Czgs¢ 3

Rozstrzygnaé, ktére z ponizszych zbioréw sg
ograniczone:

L A= {VaVZVa 2 Vot vE . )
2. B={xsinx:x >0};

3. C={1+Js+...+ F:neN}

4 D={f{+ N mneNj

5. E={logx:0<x< 1}

6. F={2—x|:xeR};

7. G= {22 e N

8 H={}, b inen}

9. I={Y} ;% :neN}h

Zadania dodatkowe

Rozstrzygnaé, ktére z ponizszych zbioréw sg
ograniczone:

L (g5 )
2. {%Z{llZ}‘zlirneN};

3. {ﬁ-ﬁ—...ﬂ-ﬁ:nel\l};
4. {&, I 0o

5. {¥2 Y3y 1eN}

6. {XEQ:X2—3>O};

EN{

. {xeR:x? —5x| +4 < 0}.
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CzEgS¢ 4

Policzy¢ kresy ponizszych zbioréw. Czy w poda-
nych zbiorach jest element najwiekszy lub najmniejszy?

1. A={%:neN}
2.B={i+z4+&:neN}
3. C={sinl:x eR\{0}};

4. D={xeQ:x* >3}

5.E={¥_¥.xleN}

Niech A,B C R, A,B # () oraz
A+B={a+b:acA, beB}

Pokazaé, ze sup(A + B) = sup A + sup B.

Niech A,B C Ri A, B # . Udowodni¢, ze

inf(AUB) = min{inf A, inf B}.

Zadania dodatkowe

Niech A,B C R, A, B # () oraz

A+B={a+b:acA, beB}

Pokaza¢, ze inf(A + B) = inf A + inf B.

D.1.11.| Niech A,BC R1iA,B # (. Udowodni¢, ze

sup(A UB) = max { sup A, sup B}.

D.1.12.| Policzy¢ kresy ponizszych zbioréw:

L {zx +3x:n, ke N}

[\

. {H‘iﬁ:nGN};
3.{Z+2:m,neN}

4. {XGR:X2—5\X|+4<O};

ot

{l 7 7T }
* 110?100 1000 ***J*

CzESC 5
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Znajac kilka poczatkowych wyrazéw ciggu, wy-
znaczy¢ jego wzoér ogdlny:

(i) 1,3,7,15,31,..;

(i) 0,1,0,—1,0,1,0,—1,...

Napisa¢ wyraz danego ciggu o wskazanym nu-
merze:

(i) an = (2n+1)!, aioo;

(11) bn = (n!)““, b3n.

Zbada¢ monotonicznos¢ i ograniczono$¢ ciggdw,
ktorych wyraz ogélny dany jest nastepujacym wzorem:

(i) an = 3%;

Niech ¢ > 2 oraz niech {a,, } bedzie ciggiem okre-

§lonym rekurencyjnie:
2 2
a;=c%, anir=(ap—c)5, n=1

Wrykazaé, ze {an,} jest $cile rosnacy.

Zadania dodatkowe

D.1.13.| Znajac kilka poczatkowych wyrazéw ciagu,

wyznaczy¢ jego wzér ogdlny:

(i) 0,7, 0,77, 0,777, 0,7777,..

(i) 1,1,1,2,2,2,3,3,3,...

D.1.14.| Napisa¢ wyraz danego ciggu o wskazanym nu-

merze:
(i) apn =3+ 3" ... +3%"; a,2;

(ii) bn = (*+1)3, bon_1.

D.1.15.| Zbada¢ monotoniczno$¢ i ograniczono$¢ cig-

géw, ktérych wyraz ogdlny dany jest nastepujacym wzo-
rem:
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(i) bn = 2,

(i) en = gtz

(iv) dn = tg 720%.

CzESC 6

Opierajac sie na definicji uzasadni¢, ze
(1) limn—eo fl;ﬁ =-—1;

(ii) limn_e0 2™ = 0.

Obliczy¢ granice limy o, an, jesli:

. 2
() an = Fi5

(i) an = +£%;

(iii) an = vn%t+n2—y/nt—n2;

(iV) an = 1+2:.2..+n;

_ 4.3nFl42.4m
(V) an - 5,2n+4n+2 bl

(vi) an = "szii?!;
(vil) ap = ¥/3™ 44" 4 5n;
(viii) an = ¥n.

Uzasadni¢, ze dla dowolnej liczby wymiernej «,
granica lim,_, sin(n'am) istnieje.

Udowodni¢, ze nie istnieje granica lim,, _,, sinn.

Niech limn_>oo| agrl| = q, q < 1. Uzasadnié¢, ze

woOwcCzas

lim a,, =0.
n—oo

Obliczy¢ granice

(1) limn_eo 1(;—0‘,“;

w
=

(i) limy, oo (30

)

)

[\v]

3

ceey 1 _1\2n%-3
(iif) limp oo ;21) e

(iv) limp o0 (2
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Sprawdzié, czy istnieje granica ciggu danego re-
kurencyjnie

a; =+c, an=+vc+an_,

n>=2 c¢c>0.

Obliczy¢ granice goérng i dolng ciggu (an).
Stwierdzi¢, czy ciag (a, ) jest zbiezny, jesli

(i) an = (1" (24 2).

Znalez¢ punkty skupienia ciggu

(1—(=)™)2" +1
on 43 '

an =

Niech a, = (71)"(1 — %) Uzasadni¢, ze ciag

(an) nie jest zbiezny, ale zbiezny jest ciag (a2).

Wrykazac, ze cigg o wyrazie ogdlnym
n
cos(k!)
On = Z ok
k=1

jest zbiezny. (Pokaza¢, ze {a,} spelnia warunek Cau-

chy’ego.)

Zadania dodatkowe

D.1.16.| Opierajac sie na definicji, wyznaczy¢ granice

nastepujacych ciggdw:

(1) limne {2+(;1)n }=0;

(i) limp o {0} = 1;
(ii) limp—eo { — VN +2} = —o0;

(iv) limn o0 { log(log n)} = 0.

D.1.17.| Obliczy¢ granice lim .o an, jesli:

. 2
(i) an =257
os 1-2+43—4+...+(2n—1)—2n,
(ii) an = ot ont) o,
_ (n+2)!+ (1),
(iil) an = = mynn
(iv) an = V/3™ +4m + 5™,
n — n—+1 —1)n+24 —1)2n
(V) an = \/2_< (L e (o120,
(vi) an = V1104210 4 4+ nio;
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(vil)) an =siny/n+1—siny/n;

(vili) an =vn(vn+1—yn);
(iX) a, = 12+22;r3...+n2;

_ 2+cosbn.
(%) an = TG00

(xi) an = ¥/3n+sinn;

.o 1 2
(i) an =+ st

_n_
n2+n?
(xiii) an = ¥/2n8+43n2 —1;

(xiv) a, = 115,

(xv) an = V/14n? 4+ 2n + 6;

3

V)

: 11 1
(xvi) an—erer...er.

Niech limp 0| %222| = q, q > 1. Uzasadnic,

ze wWOwczas

lim a, = oo.
n—oo

D.1.19.| Obliczy¢ granice:

. . ! 2
(i) limp oo (3o

(ii) lmn e )3n 2.

(iii) limn oo 2 )5 an.

(v) limneo(l— ) ;

(1+

(
R

(

(

(vi) limp e (722 e

AT n/3n4an,
(vii) limn o0 §/Snians

(viii) limp oo (7™ — 6™ — B1);

(%) im0 (Z5E2) V™.

D.1.20.| Pokaza¢, ze ciag okreslony rekurencyjnie
3
alzgy an = v 3(11171721 n>27

jest zbiezny i obliczy¢ jego granice.

D.1.21.| Obliczy¢ granice gérng i dolng ciggu (an).

Stwierdzi¢, czy ciag (a.) jest zbiezny, jesli
(i) an =sin o

(ii) an = (1 +cosnmnl.
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D.1.22.| Znalez¢ punkty skupienia ciggu

(i) an = V4ED"T 4 2;
(ii) an = (cos %)n;

(iii) an =sinmne, o« € Q.

CzESG 7

1.37.| Uzasadni¢, ze
@) I wmrn = L

(ii) 0,6(6) = 2.

Stwierdzi¢, ze szereg

k
2k+1

™M

i
i

jest rozbiezny.
1.39.| Uzasadnic, ze szereg

>

i=1

e

jest rozbiezny.

Czy szereg
Z { 1 1
= nn+1) + 3n—1

jest zbiezny?

Zadania dodatkowe

D.1.23.| Znalezé punkty skupienia ciggu

(i) an = V4D 42

(i) an = (cos Z2)™;

(iii) an =sinmmna, & € Q.

D.1.24.| Sprawdzié, czy ponizsze szeregi sg zbiezne. W

przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznaczy¢ ich sumy
Sprawdzié, czy ponizsze szeregi sg szeregi sg zbiezne. W
przypadku odpowiedzi twierdzacej, znalezé ich sumy.

2 2 2
@2+ 5+ 5+ + 3

+...,
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= 1
(i) Zn-sin—,
n=1 n
o w11
(iii) Z<5n+n),
n=1

(iv) ) 27m8m T,

n=1

3 3
(v) 3+—+...+

1 =T

(vi) 0,628 + 0,000628 + ...+ 628 - 1000 ™ + ...,
(vi)) > 37men
n=1

1 1
(vill) —— 4+ =+ ...+
4.5 5.6

(ix) ni(; - 4%1)

1
mt3mtd 7

CzESC 8

Korzystajac z odpowiedniego kryterium roz-
strzygnaé zbieznos¢ ponizszych szeregéw o wyrazach nie-
ujemnych:

e 1
02 55w
n=1

e e]

.. 3n? +5n
(i > o2+ 1)

n=1

() 3 cos 2,
) 2 Ei
(v nf ant
(vi) gﬂ“(“n o,
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Korzystajac z kryterium Rabbego uzasadnié, ze
szereg

y L
n=1 \/ﬁ
jest rozbiezny.

Korzystajac z kryterium Cauchy’ego o zagesz-
czaniu rozstrzygnaé zbieznos¢ szeregu

o0
>y
n(X
n=1
w zalezno$ci od wartosci parametru «, « € R.

Uzasadni¢, ze jesli a, > 0, to ze zbieznosci sze-
regu ) _; an wynika zbieznos¢ szeregu ) o, a2.

Korzystajac z odpowiedniego kryterium roz-
strzygnal zbieznos¢ ponizszych szeregdw:

— 4n — 3’
oy e arctgn
(i) ) (=" ,

L

i) Y (=1

Zbada¢ zbiezno$¢ oraz bezwzgledna zbieznosé
ponizszych szeregbw:

(i) D> (—1)"sin &, a € (0,7/2),

n=1 2n ’
[e¢] 3TL
—1)"—.
(iv) n;( "

1.47.| Uzasadni¢, ze

.o (=1
T O
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Przestawi¢ wyrazy szeregu zbieznego

0_1)n71
\/ﬁ

M

2
Il
L

tak, aby otrzymacé szereg rozbiezny.

Obliczy¢ sume

n
2n71

M

3
'[

Zadania dodatkowe

D.1.25.| Korzystajac z odpowiedniego kryterium roz-

strzygnaé zbieznos¢ ponizszych szeregdw:

- 3
(1) Z ———, (odp. rozbiezny)
—vyn-1

(odp. rozbiezny)

e 1
® L Jerr
(i) Z gn +vn

R (odp. zbiezny)

— 1
(iv) ) —=—-—3, (odp. zbieiny)
— (3+2n)2

oo
1
(v) ngl yropr (odp. rozbiezny)

Ny L y
(vi) Zl T (odp. zbiezny)
n=
R 1 y
(vii) Z YR (odp. zbiezny)
n=1

(viii) Z SESREE (odp. zbiezny)

(ix) Z 1) (odp. zbiezny)

(e ¢]
t
(x) Z ar;zgn’ (odp. zbiezny)

— 2
(xi) Z %, (odp. zbiezny)

n=1

(xii) Z sin” n’ (odp. zbiezny)

1
(xiii) Z n —2|—+n1n (odp. rozbiezny)
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1
X1V —————, (odp. zbiezn
Zz o (odp y)

i n
(xvi) Z n—n, (odp. rozbiezny)

¢ loom y
(xvii) Z o (odp. zbiezny)

(xviii) i( 3n® )n, (odp. rozbiezny)

[e¢] 5TL
(xix) Z — (odp. zbiezny)

n=1
= n! .
(xx) Z ey (odp. zbiezny)
n=1
0 n
(XXi) ng (51’1(_5#), (Odp ZbieZny)

(xxii) ) (¥/n—1)", (odp. zbiezny)

e 1
(xxiil) Z - . (odp. rozbiezny)

D.1.26.| Uzasadni¢, ze jesli szereg ) 7 ;an O
wyrazach dodatnich i malejacych jest zbiezny, to

limy,, o na, =0.

D.1.27.| Zbadac¢ zbieznos¢ oraz bezwzgledna zbieznosé
ponizszych szeregbdw:

[e¢]

-1 1
(i) Z(*l)n;ﬁv, (odp. nie jest bezwzgled-
n
n=1

nie zbiezny; zbiezny)
TL

—I (odp. rozbiezny)

I\’]8 [ I\’]8

(—1)™"*sinl, (odp. zbiezny, nie jest bez-
n=0

wzglednie zbiezny)
2

e () n T L
(iv) Z —_— , (odp. bezwzglednie zbiez-

= 3" \n-—1
ny)
= vn+1
(v) Z(—l)" nt , (odp. zbiezny, nie jest bez-

oy n+2
wzglednie zbiezny)

—on \"
(vi) > ( ) , (odp. bezwzglednie zbiezny)
oy 3n+5

-7 -
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- (2"
(vii) Z , (odp. bezwzglednie zbiezny)

oy 3" +1
(viii) Z (71)“( V3 — 1). (odp. bezwzglednie zbiezny)
n=0

D.1.28.| Uzasadni¢, ze

n!

N —0
) Hm To00 ’

.. (mh(@en)!
(i) Hm s = °

Obliczy¢

o0
Z nx" 1 x| < 1.
n=1
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