0.1. Wykresy nieréwnoSci i uktadéw nier6wnosci

Teoria

Kazdg prosta na plaszczyznie, niebedgca prosta pionowa, mozna okresli¢ za pomocg tak
zwanego rownania kierunkowego tzn. réwnania postaci y = ax + b, gdziea, b € R.

1°. Nieréwno$c¢ y > ax + b okre$la poélplaszczyzne otwarty, utworzong przez punkty lezace
nad prostg y = ax + b.

2°. Nier6wnos$¢ y < ax + b okresla pétptaszczyzne otwartg, utworzong przez punkty lezace
pod prosta y = ax + b.

3°. Nier6wnos¢ y > ax+b okresla pélplaszczyzne domknietg, utworzong przez punkty lezace
nad prostg y = ax + b i na tej prostej.

4°. Nier6wnos¢ y < ax+b okresla pélplaszczyzne domknietg, utworzong przez punkty lezace
pod prosta vy = ax + b i na tej prostej.

Kazdg prostg pionowa na plaszczyznie mozna okresli¢ za pomocg réwnania postaci x = 4,
gdziea € R.

1°. Nieréwno$¢ x > a okresla pétptaszczyzne otwartg utworzong przez punkty lezgce na
prawo od prostej x = a.

2°. Nieré6wnos¢ x < a okresla pétptaszczyzne otwarty, utworzong przez punkty lezace na
lewo od prostej x = a.

3°. Nieré6wno$¢ x > a okresla pétplaszczyzne domknietg, utworzong przez punkty lezace na
prawo od prostej x = a i na tej proste;j.

4°. Nieré6wnoéc¢ x < a okreéla pétptaszczyzne domkniety, utworzong przez punkty lezace na
lewo od prostej x = a i na tej proste;.

Niech f : R — R bedzie dowolng funkcja. Wéwczas:
1°. Nier6wnos¢ y > f(x) okresla zbiér punktéw plaszczyzny, lezacych nad wykresem funkcji

y=f.
2°. Nieréwnos¢ y < f(x) okresla zbiér punktéw plaszczyzny, lezacych pod wykresem funkcji
y=f.

3°. Nier6wnos¢ y > f(x) okreéla zbiér punktéw plaszczyzny, lezacych nad wykresem funkcji
y = f(x) i na tym wykresie.

4°. Nieréwnosé vy < f(x) okresla zbiér punktéw plaszczyzny, lezgcych pod wykresem funkgji
y = f(x) ina tym wykresie.

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér okres$lony przez dang nier6wnos¢:
a) x>8§; b) y > 5.

Zadanie 2. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér okre$lony przez dang nier6wnos¢:
a) x+2y>§; b) 2x-y > 1.

Zadanie 3. Wskaza¢ na ptaszczyznie Oxy zbiér punktéw (x, y), ktérych wspétrzedne x i y spet-
niaja warunek |x| + |y| < 1.

Zadania domowe

Zadanie 4. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér punktéw (x, y) okredlony przez dany warunek:
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a) y<3; b) y>2; ) x<4
d x>1; e) Y>x ) x+y=>1;
g) x+2y>6; h) 2x+y > 6; i) 4x+5y<0.

Zadanie 5. Zaznaczy¢ na plaszczyznie zbiér punktéw (x, y) okreélony przez dane warunki:

. : y = 2

a) 4<x<§; b) 1<y<2; ) {]/ < 4
x+y>0 x+y = 2 x| < 1,

9 {|x|<1; ©) {x—y > 1 D m o< 2

0.2. Kilka przykladéw programowania liniowego nadprogramowe

Zadanie 6. Dzieci z klasy la z przyniesionych do szkoty 160 kasztanéw, 240 zotedzi i wielu zapa-
ek majg robi¢ ludki dwéch rodzajéw. Liczby kasztanéw i zotedzi potrzebnych do zbudowania
jednego ludka kazdego rodzaju przedstawia tabelka:

kasztan zotedzie
y €

ludek I 2 2
ludek II 1 3

Obliczy¢, ile ludkéw kazdego rodzaju powinny zrobi¢ dzieci, by faczna liczba ludkéw byta moz-
liwie najwieksza.

Zadanie 7. Zaklad stolarski wytwarza stoly i szafy z dwéch rodzajow drewna. Zuzycie jednost-
kowe drewna (w m®) przedstawia tabela

| drewno I-go rodzaju | drewno II-go rodzaju
stot 0,1 0,15
szafa 04 0,2

Obliczy¢, ile stotow i szaf powinien zrobi¢ zaktad, aby osiggng¢ maksymalny zysk, jesli ma on w
zapasie 8 m® drewna I-go rodzaju i 6 m® drewna II-go rodzaju oraz zysk z wytworzenia jednego
stotu i jednej szafy jest odpowiednio réwny 90 z1 i 140 z1.

Zadanie 8. Zaktad produkuje dwa rodzaje pasz tréjsktadnikowych w workach po 20 kg. Zawar-
toé¢ (w kg) jednego worka paszy przedstawia tabela

| skadnik A | sktadnik B | sktadnik C

paszal 10 5 5
pasza Il 5 5 10

Zysk ze sprzedazy worka paszy I wynosi 1,10 zt, a worka paszy 1I 1,30 zt. Obliczy¢, ile workéw
paszy kazdego rodzaju powinien wyprodukowa¢ zaklad, aby osiggna¢ jak najwigkszy zysk, jesli
wiadomo, ze zapasy sktadnikéw A, BiC wynosza 60 T, 35 T i 60 T odpowiednio. Poda¢ wielko$¢
tego zysku.



Zadanie 9. Na fermie zwierzeta karmi si¢ dwoma rodzajami karmy. Zawartos$¢ sktadnikéw A,
BiCw 1kg karmy (w jednostkach j) oraz cene 1 kg karmy (w z}) przedstawia ponizsza tabela

|| skadnik A | sktadnik B | sktadnik C || cena

karma I 2 2 1 0,5
karma II 1 3 2 0,3

Dzienna racja zywieniowa jednego zwierzecia powinna zawiera¢ przynajmniej 10 j, 18 j i 10 j
sktadnikéw A, B i C odpowiednio. Obliczy¢, ile kg karmy I i karmy II powinno sklada¢ sie na
racje dzienng zwierzecia, aby koszt zywienia zwierzat byt najnizszy.

Zadanie 10. Wielokat wypukly D c R? okreslony jest przez warunki:

3x+2y <21,
x+2y <11,
x+3y <15,
x=20, y=0.

Znalez¢ punkt (xo, yo) € D, w ktérym funkcja f : D — R, okre$lona wzorem f(x,y) = x + 2y
osigga warto$¢ najwieksza i podac te wartos¢.
Zadania domowe

Zadanie 11. Zaklad stolarski wytwarza stoly i szafy z dwdch rodzajéw drewna. Zuzycie jed-
nostkowe drewna (w m®) przedstawia tabela

| drewno I-go rodzaju | drewno II-go rodzaju
stot 0,3 0,3
szafa 0,2 04

Obliczyd, ile stoléw i szaf powinien zrobié¢ zaklad, aby osiggnaé¢ maksymalny zysk, jesli ma on
w zapasie 18 m® drewna I-go rodzaju i 24 m® drewna II-go rodzaju oraz zysk z wytworzenia
jednego stotu i jednej szafy jest odpowiednio réwny 60 zt i 70 zI. Poda¢ warto$¢ maksymalngo
zysku.

Zadanie 12. Na fermie zwierzeta karmi sie dwoma rodzajami karmy. Zawartos¢ skladnikéw A,
BiC w1 kg karmy (w jednostkach j) oraz cene 1 kg karmy (w z1) przedstawia ponizsza tabela

|| skadnik A | sktadnik B | sktadnik C || cena

karma I 2 2 1 0,5
karma II 1 3 2 0,3

Dzienna racja zywieniowa jednego zwierzecia powinna zawiera¢ przynajmniej 10 j, 18 j i 10 j
sktadnikéw A, B i C odpowiednio. Obliczy¢, ile kg karmy I i karmy II powinno sklada¢ sie na
racje dzienng zwierzecia, aby koszt zywienia zwierzat byt najnizszy.

Kilka uwag o programowaniu liniowym.

1°. Zaprezentowana tu metoda odgrywa wazng rolg w ekonomii, gdyz w wielu przypadkach pozwala
ona zmaksymalizowa¢ zysk lub zminimalizowac koszty.

2°. Wszystkie przedstawione tu zadania dotyczq probleméw, w ktérych wystepujg dwie zmienne x i
y. Jednakze metoda ta réwnie dobrze funkcjonuje w problemach z wigkszg niz 2 liczbg zmiennych. Role
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prostych przejmujg wtedy hiperptaszczyzny, a role wielokgtéw przejmujg wielosciany wypukte, bedgce
przekrojami pélprzestrzeni wyznaczonych przez hiperptaszczyzny. I w tym ogélnym przypadku wyko-
rzystuje sig fakt, Ze jesli funkcjonat liniowy przyjmuje w wieloscianie wypuklym wartos¢ najwiekszg (ew.
najmniejszg), to wartos¢ te przyjmuje on w pewnym sposrod wierzchotkéw tego wieloscianu. W przypadku
liczby zmiennych wigkszej od 2 wierzchotki wieloscianu wyznacza si¢ metodami algebraicznymi.

3°. Odrebnym zagadnieniem jest to, jak postepowé w przypadku, gdy otrzymane w trakcie obliczer
niecatkowite wartosci optymalne nie majg sensu (np. niecatkowite liczby stotow czy tez szaf). Znane sg
skuteczne metody postepowania w takich sytuacjach.
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| é/ - 6. Dzieci powinny zrobic 60 ludkéw

I-szego rodzaju i 40 ludkéw II-go rodzaju. 7. Aby osiggnaé maksymalny zysk, warsztat powinien zrobi¢
20 stoléw i15szaf. 8. Zaklad powinien wyprodukowaé 2000 workéw paszy I-go rodzaju i 5000 workéw
paszy II-go rodzaju. Osiggnie wéwczas zysk 8700 zt. 9. Aby koszty zywienia zwierzat byly najmniejsze,
dzienng racje karmy powinny tworzy¢ 3 kg karmy Ii 4 kg karmy II 10. Najwieksza wartoscig funkcji
f jest 11. Wszystkimi punktami zbioru D, w ktérych funkcja f przyjmuje te wartos¢ s punkty odcinka o
konicach (3;4) i (5;3) czyli punkty postaci (3 + 2t,4 — t), gdzie t € {0;1). 11. Zaktad powinien zrobi¢
40 stoléw i 30 szaf. uzyska wtedy 4500 zt zysku. 12. Dzienna racja zywieniowa zwierzecia powinna
sklada¢ sie z 6 kg karmy Ii 1 kg karmy II.



