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Adrian tydka
Bernadeta Tomasz

Teoria

Definicja 1. Iloczynem niezerowego wektora i/ przez liczbe rzeczywista s # 0 nazywamy wek-
tor ¥ spelniajacy nastepujace dwa warunki:

DA =lsl - i,

2) zwroty il i U sa zgodne wtedy i tylko wtedy, gdy s > 0; zwroty i i U sq przeciwne wtedy i
tylko wtedy, gdy s < 0.
Jezelii#=0lubs=0,tos-i = 0.

Definicja 2. Jednokladnoscig (homotetig) o srodku O i skali s # 0 nazywamy przeksztatcenie
plaszczyzny, ktére kazdemu punktowi X plaszczyzny przyporzadkowuje punkt X’ taki, ze

— —
OX' =s-0X.
Jednoktadnos¢ o $rodku O i skali s oznaczamy Ji,.
—
s-|0X] X’
X

O

Przyklad 1. Dane sg punkty O i A. Znajdziemy punkt A" = ](_3% (A). Narysujmy najpierw odcinek
OA

5 A

O

Skala jednokladnosci jest ujemna, zatem jej Srodek O jest miedzy punktami A i A’. Ponadto
|OA’| = %IOAI, bos = —%.

A

I3 (A)

Definicja 3. Figury ¥ i ¥ nazywamy jednokladnymi, jezeli jedng z nich mozna przeksztalci¢
przez jednoktadnoé¢ na drugg (wéwczas oczywiscie takze drugg figure mozna przeksztalci¢ na
pierwsza przez jednokladnosé). Srodek tej jednoktadnosci nazywamy $rodkiem jednoktadnosci
figur 1 1 F2. Jezeli [ (F1) = F2, to méwimy, ze F jest jednoktadna do #7 w skali s.
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Rysunek 1.

Przyklad 2. Na powyzszym rysunku mamy przyktad przeksztalcenia tréjkgta w jednoktadnosci
oskalis =31 $rodku O.

Twierdzenie 1. W jednokladnosci J3,:

a) obrazem odcinka AB jest taki odcinek A’B’, dla ktérego |A’B’| = |s| - |AB|,

b) obrazem prostej jest prosta do niej réwnolegla, w szczegdlnosci obrazem wektora jest wektor do niego
réwnolegly,

c) obrazem kqta jest kgt do niego przystajgcy.

Twierdzenie 2.
a) ]?)1 o ]z)z = ]852. 1
b) Przeksztatceniem odwrotnym do Y, jest ] .

Niech |F] oznacza pole figury . Ponizsze twierdzenie orzeka jak zmienia sie pole w jedno-
ktadnosci o skali s.

Twierdzenie 3. Jezeli 7, = J5 (F1), to |F2] = s - |F1l.

Definicja 4. Podobieristwem P o skali k (k > 0) nazywamy takie przeksztalcenie ptaszczyzny,
ktére dowolnym dwém punktom X i Y przyporzadkowuje takie punkty P(X) = X" i P(Y) =YY",
ze

IX"Y'| = KXY|.

Definicja 5. Figury 7 i > nazywamy podobnymi, jezeli istnieje takie podobieristwo P, dla
ktérego P(¥1) = F». Fakt ten zapisujemy 71 ~ %>.
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Z powyzszej definicji wnioskujemy, ze wielokaty A1A;...A, oraz B1B;...B, sa podobne,
jezeli ich katy sg odpowiednio réwne, a boki proporcjonalne, tzn. gdy

LA = B, AAy=4B,,..., LA,= LB, (1)
oraz
|A1A| _ |A2As| o |ApA; ] )
|B1Ba|  |B2Bs| |B,B1|

W szczegdlnosci dwa tréjkaty sg podobne, jezeli katy jednego tréjkata sg rowne odpowied-
nim katom drugiego tréjkata i ich odpowiednie boki sg proporcjonalne.

W praktyce, przy badaniu podobienistwa tréjkatow, stosuje sie ponizsze twierdzenie, ktére
pozwala na podstawie mniejszej ilosci informacji wnioskowaé o podobienistwie tréjkatow.

Twierdzenie 4.

I cecha podobieristwa tréjkgtéow (bbb): Dwa trojkgty sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
boki jednego tréjkgta sq proporcjonalne do odpowiednich bokéw drugiego.

II cecha podobiefistwa trojkqtéow (bkb): Dwa tréjkgty sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa boki
jednego tréjkgta sq proporcjonalne do dwdéch bokéw drugiego trojkgta, a kqty zawarte migdzy proporcjo-
nalymi bokami majg réwne miary.

III cecha podobiefistwa trojkgtéw (kk): Dwa tréjkgty sq podobne wtedy i tylko wtedy, gdy dwa kgty
jednego z nich majg te same miary, co dwa kqty drugiego.

Zadania na zajecia

Zadanie 1. Jakie przeksztalcenie plaszczyzny przedstawia J{), a jakie przeksztalcenie ptaszczy-
zny przedstawia J'?

Zadanie 2. Majac dwa rézne punkty A i A’ znaleZ¢ taki punkt O, dla ktérego:
a)Jol(A) =4, b)J5A)=4", o], (A)=A"

Zadanie 3. Majac dane dwa rézne punkty O i X’ znalez¢ taki punkt X, dla ktérego:
3
Q) 50 =X, b)JJX=X, 97X =X, d)J;X) =X"

Zadanie 4. Poda¢ przyklad figur, ktére sa podobne, ale nie s3 jednoktadne.

Zadanie 5. Czy mozna twierdzi¢, ze sq podobne:
a) wszystkie tréjkaty réwnoramienne,
b) wszystkie tréjkaty réwnoboczne,
c) wszystkie tréjkaty, ktére s jednoczednie prostokatne i réwnoramienne,
d) wszystkie romby,
e) wszystkie kwadraty;,
f) wszystkie prostokaty,
g) wszystkie romby, majace po jednym kacie réwnym,
h) wszystkie réwnolegloboki, majgce po jednym kacie réwnym?



Zadanie 6. W celu oszacowania wysoko$ci drzewa uczen ustawit sie tak, ze koniec jego cienia
pokrywat sie z koricem cienia drzewa. Nastepnie zmierzyl swdj cier — 3, 6 m. Odleglos¢ ucznia
od drzewa wynosila 16,4 m. Jaka jest wysoko$¢ drzewa, jesli uczerr ma 180 cm wzrostu.

Zadanie 7. Majac dane dtugosci bokéw dwoéch tréjkatow rozstrzygnaé, czy sa one podobne:
a)4,56 i 10,12,8;
b)3,4,6 i 9,618,15.

Zadanie 8. Na ponizszym rysunku proste A;B; i A;B; sg réwnolegte. Pokazag, ze tréjkaty OA1B;
i OA;B; sg podobne.

Oe
1 Bz\

Zadanie 9. Przeczytaj ponizszy tekst i odpowiedz na pytania.

Przeksztalcenie plaszczyzny w plaszczyzne nazywamy podobieristwem, gdy istnieje taka licz-
ba k > 0, ze gdy obrazami punktéw A i B sa punkty A" i B’, to A’B’ = k- AB.

Méwimy, ze dwie figury geometryczne sg podobne, gdy istnieje podobiefistwo przeksztalca-
jace jedna z nich na drugg.

Pytania do tekstu.

. Co tojest ,przeksztalcenie plaszczyzny w plaszczyzne”?

. Jakie znasz oznaczenia na odleglos¢ dwaéch punktéw? Jakie sg ich zalety i wady?

. Czemu stuza stowa ,nazywamy” (linia 1) i ,méwimy” (linia 3)?

. Zjakich czesci sklada sie pierwszy akapit powyzszego tekstu? A drugi? W jakim celu uzyto kursywy
w liniach 11 3?

5. Czy symetria osiowa jest podobieristwem? A obrét? Przesuniecie o wektor? Sformutuj i udowodnij fakt

obejmujacy wszystkie te przypadki.

6. Wskaz przyklad podobieristwa nie bedacego izometria.

7. Wskaz przyklad przeksztalcenia ptaszczyzny nie bedgcego podobieristwem.

8. Czy odwzorowanie state jest podobieristwem? Dlaczego?
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. Udowodnij, ze kazde podobieristwo jest przeksztalceniem réznowartosciowym.
. (a) Co by sie stato, gdyby warunek k > 0 z definicji podobienstwa zastapi¢ warunkiem k # 0? (b) A wa-
runkiem k € R?
11. Co to jest ,figura geometryczna”? Czy punkt na plaszczyznie jest figurg geometryczng?
12. Niech A, B, C, D bedg czterema punktami ptaszczyzny, przy czym A # Bi C # D. Kiedy odcinki AB
i CD s podobne?



13. Niech S, T bedg dwoma punktami plaszczyzny i niech g, 7 > 0. Kiedy okregi O(S, 9) i O(T, r) s3 podobne?

14. Kiedy dwa tréjkaty sa podobne?

15. Wskaz przyktad dwdch figur geometrycznych, ktére nie s3 podobne.

16. Rozwazmy pewne odwzorowanie plaszczyzny. Odwzorowanie to przeksztatca punkty A = (0,0)i B =
(1,0) w punkty A’ = (-1, -1) oraz B’ = (2, 3). Czy mozna stad wywnioskowa¢, ze odwzorowanie to jest
podobieristwem o skali 5?

Zadanie 10. Czy istnieje jednokladnos¢ o skali s # 1 przeksztalcajgca na siebie:
a) odcinek, b) prostg, c) potprosta, d)okrag?

Zadanie 11. Majac dwa ré6zne punkty A i A’ znalez¢ taki punkt O, dla ktérego:
a)J5(A) =4, b)RA) =4, oJ5A) =4

Zadanie 12. Czy ztozenie dwéch podobieristw jest podobiefistwem?
Zadanie 13. Czy tréjkaty z Rysunku 1 s3 podobne?
Zadanie 14. Czy zlozenie dwéch jednoktadnosci jest podobieristwem?

Zadanie 15. Wykaza¢, ze jezeli dwa wielokaty sa podobne w skali k, to stosunek obwodéw tych
wielokatéw tez réwna sie k.

Zadanie 16. Figura F; jest podobna do F, w skali k, a figura F; jest podobna do F; w skali 2k.
Wyznaczy¢ k.

Zadanie 17. Majac dane dlugosci bokéw dwéch tréjkatéw rozstrzygnaé, czy sa one podobne:
a)17,34,25i 100, 50,70
b)2,2,1 i 0.25,05,05.

Zadanie 18. Dany tréjkat ma boki diugosci 6, 8, 13. Najkrétszy bok tréjkata podobnego do da-
nego ma dlugosc 21. Jakg dlugos¢ majg pozostate boki drugiego tréjkata?

Zadanie 19. Tréjkat ABC jest ostrokatnym tréjkatem réznobocznym. Zbadad, czy istnieje prosta
przechodzaca przez jeden z wierzchotkéw tréjkata i dzielgca ten tréjkat na dwa tréjkaty podob-
ne.

Zadanie 20. Majac dany tréjkat ABC i odcinek dtugoéci a, skonstruowac tréjkat A’B’C’ podobny
do danego tak, aby |A’B’| = a.



Zadanie 21. Nastepujace zdania majg wyrazac cechy podobienistwa figur. Zbadad, ktére sg praw-
dziwe, a ktére falszywe. Odpowiedz uzasadnié. Niektore ze zdarh zawierajg zbyt wiele warun-
kéw. Wskazaé, co mozna pomingé.

a) Jezeli dwa boki jednego tréjkata sg proporcjonalne do dwéch bokéw drugiego tréjkata, to
te tréjkaty sa podobne.

b) Jezeli dwa trapezy maja katy odpowiednio przystajace, to sa podobne.

c) Jezeli w tréjkatach ABC i A’B’C’ odcinki AA; i A’A] sq odpowiednio Srodkowymi bokéw
BC1iB'C’ oraz % = % oraz % = %, to te tr6jkaty sa podobne. Wskazéwka. Rozwaz
réwoleglobok o bokach AB i AC oraz réwnoleglobok o bokach A’B"i A'C’ .

d) Jezeli wycinki dwéch két sg wyznaczone przez dwa przystajace katy srodkowe oraz od-
powiadajace im cieciwy sa proporcjonalne do promieni tych koét, to te wycinki sg podobne.

Zadanie 22. Dane sg dwie proste réwnolegle k i / oddalone od siebie o a. Jaka figure tworza
punkty X takie, dla ktérych jednoktadnosé J5, gdzie s > 1 jest ustalone, przeksztalca prosta k na
prosta I?

Zadanie 23. Przez wierzcholki tréjkata ABC prowadzimy proste réwnolegle do przeciwleglych
bokéw i otrzymujemy tréjkat A’B’C’. Pokazag, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ s podobne.

Zadanie 24. Majac dany prostokat ABCD skonstruowac prostg, ktéra odcina od danego prosto-
kata prostokat do niego podobny.

Zadanie 25. Jakie musza by¢ dlugosci bokéw prostokata ABCD, aby istniata prosta dzielgca
dany prostokat na dwa prostokaty, z ktérych kazdy jest podobny do prostokata ABCD.

Zadanie 26. Na boku BC tréjkata ABC obrano punkt D, taki ze |BD| : [DC| = 2 : 1. W jakim
stosunku srodkowa CM dzieli odcinek AD?

Zadania domowe

Zadanie 27. Czy ztozenie dwéch jednoktadnosci jest jednoktadnoscig?

Zadanie 28. Wykazad, ze jezeli dwa tréjkaty sa podobne w skali k, to stosunek:
a) odpowiednich wysokosci tych tréjkatow,
b) odpowiednich dwusiecznych tych tréjkatow,
¢) odpowiednich $rodkowych tych tréjkatow,

takze wynosi k.

Zadanie 29. Dany jest tréjkat ABC obokach diugoscia = |BC|, b =|CA|, ¢ =|AB|.Zbudowano
szeSciokat MNPQRS za pomoca jednoktadnosci
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M=J3(B), N=J3(C), P=]J30),

Q=J34), R=JxA), S=]JiB).
Znalez¢ boki tego szesciokata.

Zadanie 30. Majac dany tréjkat ABC i odcinek dtugosci a, skonstruowac tréjkat A’B’C’ podobny
do danego, ktérego obwo6d réwna sie a.

Zadanie 31. Majac dany prostokat ABCD i odcinek diugosci 4, skonstruowaé prostokat podobny
do danego, w ktérym przekatna ma dlugosé a.
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Wskazéwki
1. Jesli J5(X) = X', to punkty O, X i X’ sq wspétliniowe, tzn. nalezg do tej samej prostej. Przesledzi¢
wzajemne polozenie punktéw X, O i X’ oraz odleglosci punktéw X i X" od punktu O. 2. Narysujmy
najpierw odcinek AA’.
% pt

Zauwazmy, ze jezeli [, (A) = A’, to

1) punkt O znajduje sie miedzy punktami A i A’ wtedy i tylko wtedy, gdy s < 0,

2) punkt A’ znajduje si¢ miedzy punktami O i A wtedy i tylko wtedy, gdy 0 <s <1,

3) punkt A znajduje sie miedzy punktami O i A’ wtedy i tylko wtedy, gdy s > 1. 3. Skorzystac z
wlasnoéci odwzorowania odwrotnego. Odwzorowaniem odwrotnym do J, jest ]é. 4. Odpowiednie
boki figur jednoktadnych sg réwnolegle i proporcjonalne. Czy obydwie te wlasnosci musza mieé figury
podobne? 5. a) Czy podobieristwo zachowuje miary katéw? b), c¢) Czy zachodzi ktéras z cech
podobienistwa tréjkatéw z twierdzenia 4? d) Patrz wskazéwka do a). e), f), g), h) Czy zachodza wnioski (1)
i(2) z definicji 5 ? 6. Skorzysta¢ z wlasnosci tréjkatéw podobnych albo z twierdzenia Talesa.

4\ 7. Uporzadkowaé w kolejnosci niemalejacej diugosci bokéw po-
szczegOlnych tréjkatow. Czy diugosci bokéw dla odpowiednich par trojkatéw sa proporcjonalne? 8. Sko-
rzysta¢ z warunku (3) z rozdzialu Twierdzenie Talesa. ~ 10. Szukamy jednokladnosci, ktére przeksztatcajg
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dana figure na nig samga i ktére jednoczesnie nie sg identycznosciami, tzn. ze szukane jednokladnosci prze-
ksztalcajg pewne punkty danej figury w inne punkty tej figury.  11. Patrz zadanie 2. 12. Sprawdzic,
czy spelniona jest definicja 4.  13. Czy tréjkaty te spelniajg kt6ras z cech podobieristwa z twierdzenia 4?
14. Patrz twierdzenie 1. ~ 15. Dla bokéw wielokatéw podobnych mamy |A’B’| = k|AB. 16. Rozwazy¢
zlozenie tych dwéch podobieristw. 17. Patrz zadanie 7. 18. Wyznaczy¢ skale k podobienstwa.
19. Rozwazy¢ nastepujace przypadki: gdy jeden z powstalych tréjkatéw jest ostrokatny, gdy jeden z powsta-
Iych tréjkatow jest prostokatny.  20. Mozna przyjaé, ze tréjkaty ABC i A’B’C’ sa tak polozone, ze A = A’
i punkt B’ lezy na p6tprostej bedgcej przedtuzeniem boku AB. Punkt B’ zaznaczy¢ tak aby |A’B’| = a. Dalej
wystarczy skorzystac z twierdzenia Talesa albo z wlasnoéci tréjkatéw podobnych. 21. a) Czy wlasnos¢
(b, b) wystarcza dla podobienistwa tréjkatéw? b) Czy to zapewnia proporcjoalno$é bokéw tych trapezéw?
d) Dla przystajacych katéw srodkowych diugosci tukéw i promieni sa proporcjonalne. 22. Punkt X
nie moze leze¢ pomiedzy prostymi k i I. Jedli pewien punkt X spelnia warunki zadania, to spelnia je tez
kazdy punkt z prostej réwnolegtej do prostych k i I przechodzacej przez punkt X. 23. Rozwazy¢ dwie
pary prostych réwnoleglych i wyznaczone przez nie réwnolegloboki. 24. Czy rozwazany prostokat
moze by¢ kwadratem? Czy szukana prosta moze by¢ réwnolegta do dtuzszego boku prostokata? Zapisac
odpowiednie proporcje jakie powinny zachodzi¢ pomiedzy dtugosciami odpowiednich bokéw prostokata
ABCD i powstajgcego prostokata podobnego. 25. Z zadania 24 wynika, ze K musi by¢ srodkiem boku
AB. 26. Przez punkt D przeprowadzié prosta réwnolegla do boku AB. Przez punkt przeciecia pro-
stych AD i srodkowej CM poprowadzi¢ prostg réwnoleglta do AB. Rozwazy¢ odpowiednie pary tréjkatow
podobnych. 27. Jednoktadnosci nie muszg mie¢ tego samego srodka. 28. Dla rozwazenia dtugosci
odpowiednich odcinkéw w tych tréjkatach, mozna ustawic je tak, by jeden z wierzchotkéw jednego tréj-
kata pokrywat sie z odpowiednim wierzchotkiem drugiego tréjkata i jednoczesnie, by odpowiednie boki
tych tréjkatow lezaly na jednej prostej. Dalej mozna skorzystaé z wlasnosci tréjkatéw podobnych albo z

twierdzenia Talesa. 29. Jak zmieniajq sie dlugosci bokéw w tej jednoktadnosci ? Skorzystaé z definicji
jednoktadnosci. 30. Odcinek o dlugosci a podzieli¢ na 3 czeéci o diugosciach proporcjonalnych do
diugosci odpowiednich bokéw tréjkata ABC. Skorzystaé¢ z twierdzenia Talesa. 31. Skonstruowac

A B
odcinek o dlugosci z taki, ze TC = 7(:. Skorzysta¢ z wlasnosci tréjkatéw podobnych.

Odpowiedzi
1. Identycznoé¢. Symetria srodkowa wzgledem punktu O. 2.
a) A (0] A’ b) (0] A A’ Q) A (@]
1 1 2
3.a)X=J2(X), b)X=](X), oX=]X) d)X=]3X). 4. Np. B A 5. a) nie, b) tak,
¢) tak, d) nie, e) tak, f) nie, g) tak, h) nie. 6. 10 m. 7. a) tak, b) nie. 10. a) tak, b) tak, c) tak,
d) tak. 12. Tak. 13. Tak. 14. Tak. 16.k = 2. 17. a) nie, b) tak. 18. 28; 45,5.
C
C/

A(A’
(A7) \//é 5
19. Taka prosta nie istnieje. 20. a 21. a) nie, b) nie, ¢) tak, d) tak

(drugi warunek mozna pomingc). 22. Prosta m odlegla od prostej k o %, przy czym prosta k znajduje

s—=17
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sie miedzy prostymi m il. 24. |BC’| = |BC|, |[K’B| = |KB].

D c

-

A C K B

25.|AB|= V2|BC|.  26.3:1. 27.Nie  29.2a,c,2b,a,2c,b



