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Teoria

Definicja 1. Klasyfikacja czworokatéw (wypuktych):

Trapez jest czworokatem, w ktérym co najmniej jedna para bokéw jest réwnolegta.
Réwnoleglobok jest czworokatem, w ktérym przeciwlegte boki sg réwnolegte.

Romb jest réwnoleglobokiem, ktéry ma wszystkie boki réwne.

Prostokgt jest rownoleglobokiem, w ktérym wszystkie katy sg proste.

Kwadrat jest prostokatem, ktérego wszystkie boki sa réwne.

Definicja 2. Okregiem opisanym na czworokacie nazywamy okrag przechodzacy przez wszystkie
wierzchotki czworokata.

Definicja 3. Okregiem wpisanym w czworokat nazywamy okrag styczny do wszystkich bokéw
czworokata.

Lemat 1. Z punktu A potozonego na zewngtrz okregu o srodku O mozna poprowadzi¢ dwie styczne do
tego okregu. Niech punkty P i Q beda punktami stycznosci. Pélprosta AO jest dwusieczng kgta PAQ
utworzonego przez styczne, a odcinki AP i AQ sg réwne.

Szkic dowodu.

Trojkaty OPA i OQA sa prostokatne, poniewaz katy miedzy promieniami i stycznymi do okre-
gu w punktach P i Q sa proste; maja wspoélng przeciwprostokatng OA i réwne co do dtugo-
$ci przyprostokatne OP i OQ (promien okregu). Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze |AP| =
VIAOR — [OPP = |AOP ~ |0QP = |AQI.

Twierdzenie 1. (Twierdzenie o czworokgcie opisanym na okregu)
W czworokgt wypukly mozna wpisac okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy diugosci przeciwleghych bokéw
tego czworokgta sq réwne.

Szkic dowodu.

1) Implikacja “jesli w czworokat mozna wpisa¢ okrag, to sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw
czworokata sa réwne”, wynika z lematu 1.

Zal6zmy, ze w czworokat mozna wpisa¢ okrag. Oznaczmy go przez O, a przez P, Q, R, S punk-
ty stycznosci tego okregu odpowiednio z bokami AB, BC, CD, DA powyzszego czworokata. Z
lematu 1 wynika, ze |AP| = |AS|, |BP| = |BQ)|, |ICQ| = |CR|, IDR| = |DS|. Zatem

|AB| + |CD| = |AP| + |BP| + |IDR| + |CR| = |AS| + |BQ| + |DS| + |CQ| = |BC| + |AD|.
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2) Implikacje, “Jesli sumy dlugosci przeciwlegtych bokéw czworokata sa réwne, to w czworokat
ten mozna wpisa¢ okrag”, udowodnimy metodg nie wprost. Zatézmy, ze sumy dtugosci prze-
ciwlegtych bokéw czworokata sg réwne i przypuéémy, ze w czworokat ABCD nie mozna wpisaé
okregu. Oznaczmy przez O; okrag styczny do bokéw AB, BC i CD czworokata (taki okrag ist-
nieje, jego Srodkiem jest punkt przeciecia dwusiecznych katéw ABC i BCD). Zatem okrag O; nie
jest styczny do boku AD czworokata. Przez punkt A prowadzimy prosta styczng do okregu O;,
a punkt jej przeciecia z bokiem CD oznaczmy przez E. Z zalozenia mamy

|AB| + |CD| = |BC| + |AD|,
a poniewaz okrag O jest wpisany w czworokat ABCE, to z 1) mamy
|AB| + |CE| = |[EA| + |BC|.
Po odjeciu tych réwnosci stronami otrzymujemy:
|CD| — |CE| = |AD| — |EA|, tzn. |DE|+ |EA| =|AD| co jest niemozliwe.

Zatem odcinek |AD] jest styczny do okregu O;.
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Twierdzenie 2. (Twierdzenie o czworokgcie wyisanym w okrgg)
Na czworokgcie mozna opisac okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy przeciwleglych kqtéw wewnetrznych
sg rowne, tzn. a +y = f+ 6 = 180°.

Szkic dowodu.
1) Implikacja: Jesli na czworokacie mozna opisa¢ okrag, to a +y = +0 = 180°, wynika wprost z
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twierdzenia o katach wpisanym i Srodkowym w okregu, wspartych na tym samym tuku. Dla ka-
ta wpisanego BAD i §rodkowego a1 opartych na tuku BCD mamy £BAD = 3w oraz analogicznie
dla katéw wpisanego BCD i srodkowego 1 opartych na tuku BAD mamy £BCD = 1y;. Suma
miar katéw srodkowych a; i y4 jest réwna 360°, gdyz katy te sa oparte na fukach dopelniajacych
okregu. Mamy zatem £BAD + £BCD = 180°. Dla drugiej pary katéw w czworokacie ABCD
dowéd przebiega analogicznie.

2) Implikacja: Jesli sumy miar przeciwlegtych katéw w czworokacie sa réwne (@ +y = f+ 06 =
180°), to na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag. Zatézmy, ze a + y =  + 6 = 180°. Oznaczmy
przez O okrag opisany na tréjkacie ABC. Wykazemy stosujac metode “nie wprost”, ze D € O.
Przypusémy, ze D ¢ O, to znaczy, ze D lezy wewnatrz albo na zewnatrz kota ograniczonego okre-
giem O. Z tego wynika, ze 0 jest albo wiekszy albo mniejszy od kata 180° — B, co jest sprzeczne
z zalozeniem. Zatem okrag O jest opisany na czworokacie ABCD, co koniczy dowéd.

Uwaga 1. Twierdzenie 1 (2) podaje warunek konieczny i dostateczny wpisywalnosci (opisywal-
nosci) okregu w (na) czworokacie.

Przyklad 1. Narysuj okrag wpisany w dany kwadrat. Czy mozna wpisa¢ okrag w prostokat?
Jaka wlasno$¢ ma érodek okregu wpisanego w dany czworokat?
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Przyklad 2. Narysuj okrag opisany na kwadracie. Narysuj okrag opisany na prostokacie. Jaka
wlasno$é ma srodek okregu opisanego na czworokacie?

Zadania na zajecia
Zadanie 1. Jakie warunki musi spetnia¢ réwnolegtobok, aby mozna bylo a) opisa¢ na nim okrag,

b) wpisaé¢ w niego okrag?

Zadanie 2. Uzasadnij, Ze trapez daje si¢ wpisa¢ w okrag wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwnora-
mienny.



Zadanie 3. Uzasadnij, ze jesli trapez jest rOwnoramienny, przy czym dlugo$¢ ramienia trapezu
jest réwna $redniej arytmetycznej dlugosci jego podstaw, to mozna wpisa¢ w niego okrag.

Zadanie 4. Na kwadracie o boku diugosci a opisano okrag. W jeden z otrzymanych odcinkéw
kotowych wpisano kwadrat tak, ze jeden z jego bokéw zawarty jest w boku kwadratu wyjscio-
wego, a dwa pozostate wierzchotki nalezg do okregu, ktéry jest brzegiem kota. Oblicz dlugos¢
boku "nowego” kwadratu.

Zadanie 5. Dane sg przekgtne rombu |AC| = 8 oraz |[BD| = 6. Znajdz promieri okregu wpisanego
w ten romb.

Zadanie 6. Oblicz pole trapezu ABCD, opisanego na okregu o promieniu 5, w ktérym kat przy
wierzchotu A jest dwa razy wiekszy od kata przy wierzcholku B, a przekagtna AC jest dwusieczng
kata przy wierzchotku A.

Zadanie 7. W trapez prostokatny ABCD o ramionach |AD| = 12 i |[BC| = 13 wpisano okrag.
Znajdz podstawy trapezu.

Zadanie 8. W kwadrat wpisano koto, a nastepnie w to koto wpisano kwadrat. R6znica pdl tych
kwadratéw wynosi 8 cm?. Oblicz pole kota.

Zadanie 9. Podstawy trapezu réwnoramiennego sg réwne |[AB| = 24, |CD| = 10, a promieni
okregu opisanego wynosi R = 13. Znajdz wysoko$¢ trapezu, gdy érodek okregu opisanego lezy
na zewngtrz trapezu.



Zadanie 10. W trapezie réwnoramiennym ABCD kat BAD jest rowny 60°, a odlegtos¢ srodka O
okregu wpisanego od wierzchotka A jest réwna |OA| = 2. Znajdz boki trapezu.

Zadanie 11. Na stole utozono cztery monety tak, ze kazda dotyka dwdéch sasiednich. Udowodnij,
ze Srodki tych monet sg wierzchotkami czworokata, w ktéry mozna wpisa¢ okrag, a punkty
stycznosci sg wierzchotkami czworokata, na ktérym mozna opisaé okrag.

Zadanie 12. ZnajdZ promieri okregu wpisanego w romb o polu P = 840, gdy dany jest stosunek
dtugosci przekatnych 21 : 20.

Zadanie 13. Podstawy trapezu réwnoramiennego ABCD wynoszg |AB| = 16, |CD| = 12, a wyso-
kos¢ 14. Znalez¢ promieri R okregu opisanego.

Zadanie 14. Srodek okregu o promieniu 13, opisanego na trapezie, jest oddalony od podstaw
tego trapezu o 5 i 10. Obliczy¢ pole tego trapezu.

Zadanie 15. Na kole o promieniu dtugosci r opisano trapez réwnoramienny o najmniejszym
polu. Znalez¢ jego katy.

Zadania domowe

Zadanie 16. Kwadrat ABCD wpisano w okrag o promieniu R > 0. Wykaza¢, ze dla dowolnego
punktu M, lezacego na okregu, zachodzi réwnosé: [MA|* + |IMBJ? + IMC|* + IMD|? = 8R2.

Zadanie 17. Uzasadnij, ze jesli Srodkiem okregu, opisanego na pewnym czworokacie, jest punkt
przecigcia przekatnych, to czworokat ten jest prostokgtem.

Zadanie 18. Podstawy trapezu réwnoramiennego sa rowne |AB| = 24, |CD| = 10, promieri okre-
gu opisanego wynosi R = 13. Znajdz wysokos¢ trapezu wiedzac, ze érodek okregu opisanego
lezy wewnatrz trapezu.

Zadanie 19. Na okregu opisano trapez réwnoramienny ABCD. Oblicz stosunek dlugosci ramie-
nia tego trapezu do jego obwodu.

Zadanie 20. ZnajdZ promieri okregu wpisanego w trapez réwnoramienny ABCD o podstawach
|AB| =81i|CD| = 2.



Zadanie 21. ZnajdZz promien okregu wpisanego w trapez réwnoramienny o obwodzie L = 16
oraz kacie ostrym 30°.

Zadanie 22. W trapezie réwnoramiennym ABCD kat ADC wynosi 120°, a odleglo$¢ wierzchotka
D od $rodka okregu wpisanego jest rtéwna |OD| = 2 V3. Znajdz dlugosci bokéw trapezu.
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Wskazéwki

1. Wystarczy skorzysta¢ odpowiednio z twierdzern 2i1. 2. Korzystajac z twierdzenia 2 pokazaé, ze
zachodzg odpowiednie dwie implikacje. 3. Zastosowa¢ twierdzenie 1. 4. Skorzystac z twierdzenia
Pitagorasa 5. Srodek okregu wpisanego w romb lezy w punkcie przecigcia dwusiecznych jego
katéw wewnetrznych (tu sg to przekatne rombu). Skorzystaé z wlasnosci prostopadiosci i “dzielenia sie” na
polowy przekatnych w rombie. 6. Mozna pokazaé, ze obydwa tréjkaty na jakie przekatna AC dzieli trapez
ABCD sg réwnoboczne. 7. Wyznaczy¢ sume oraz réznice dlugosci podstaw trapezu. Jedno z ramion
trapezu jest jednoczesnie jego wysokoscig. 8. Opisaé promieri kota i dtugo$é boku mniejszego kwadratu
za pomocg dlugoéci boku wiekszego kwadratu. 9. Z wlasnosci okregu opisanego na czworokacie wynika,
ze $§rodkiem tego okregu jest punkt przeciecia sie¢ symetralnych jego bokéw. Zatem w przypadku trapezu
réwnoramiennego, srodek okregu opisanego na nim lezy na symetralnej jego podstaw. 10. Srodek
okregu wpisanego w trapez nalezy do dwusiecznej kata BAD, a poniewaz trapez jest rownoramienny, wiec
srodek tego okregu nalezy jednoczesnie do symetralnej podstaw trapezu. 11. Pierwsza czeé¢ zadania
wynika wprost z twierdzenia 1. Dla dowodu drugiej czesci zadania wystarczy pokazaé, ze symetralne
bokéw mniejszego czworokata przecinajg sie w jednym punkcie (jako dwusieczne katéw wewnetrznych
wiekszego czworokata). 12. Skorzystaé ze wzoréw na pole rombu wyrazone odpowiednio za pomocg
jego przekatnych i za pomoca jego wysokosci i podstawy. 13. Skorzysta¢ z twierdzenia sinuséw,
patrz rozdziat Twierdzenie sinuséw i cosinuséw. 14. Rozwazy¢ przypadki, gdy srodek lezy wewnatrz
i gdy lezy na zewnatrz trapezu. 15. Wyrazi¢ pole trapezu za pomoca sinusa kata lezacego przy
podstawie trapezu. 16. Rozwazy¢ dwa tréjkaty prostokgtne o wierzchotku M # A, B, C, D, wsparte
na $rednicach okregu wyznaczonych przez wierzchotki kwadratu. Jesli M = Alub M = Blub M = Club
M = D rozpartujemy jeden trdjkat i dodatkowo Srednice. 17. Katy wewnetrzne tego czworokata sa
proste, jako wsparte na $rednicy okregu. 18. Z wlasnosci okregu opisanego na czworokacie wynika,
ze $rodek tego okregu lezy w punkcie przecigcia symetralnych jego bokéw. Zatem w przypadku trapezu
réwnoramiennego, srodek okregu opisanego nalezy do symetralnej jego podstaw. 19. Skorzystac z
twierdzenia 1. 20. Skorzystac z twierdzenia 1. 21. Skorzystac z twierdzenia 1. 22. Odcinek OD
lezy na dwusiecznej kata ADC. Punkt O lezy na symetralnej podstaw trapezu.
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Odpowiedzi

1. a) Na réwnolegtoboku mozna opisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy gdy jest on prostokgtem. b) W réw-

noleglobok mozna wpisa¢ okrag wtedy i tylko wtedy gdy jest on rombem. 4.x = 5 5.r=2,4
6.13:%5 7.1AB| = 15, |CD| = 10 8. P =4n 9.H=7 12.r =4 13.R =10
14.P = 15(12 + V69) lub P = 5(12 + V69) 15.a=ﬁ=y=6=§ 18.H=17 19.k=1 20.r=2

21. r=1  22.|AB| =63, |CD| =23, |BC| = |AD| = 4V3



